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аве 要 

本 书 是 根据 教育 部 最 新 制定 的 《高 职高 专 教育 高 等 数学 课程 教学 基本 要 求 》 编写 的 。 全 
书 共 10 章 ， 主 要 包括 : 函数 、 极 限 与 连续 、 导 数 与 微分 、 中 值 定理 与 导数 应 用 、 不 定 积分 、 
定 积分 、 定 积分 应 用 、 多 元 函数 微分 学 、 多 元 函数 积分 学 、 常 微分 方程 、 无 穷 级 数 等 。 

本 教材 依据 “以 应 用 为 目的 ， 以 必需 、 够 用 为 度 ”的 原则 ， 在 保证 科学 性 的 基础 上 ， 
注意 讲 清 概念 ， 减 少数 学 理论 的 推 证 ， 注 重 学 生 基本 运算 能 力 和 分 析 问题 、 解 决 问题 能 
力 的 培养 ， 强 调 数学 的 应 用 。 本 教材 力求 叙述 简明 ， 深 入 浅 出 ， 分 散 难点 。 

本 教材 既 可 作为 高 等 专科 学 校 、 高 等 职业 学 校 、 成 人 高 校 及 本 科 院 校 举办 的 二 级 职 
业 技术 学 院 和 民办 高 校 经 济 类 各 专业 的 教材 ， 又 可 作为 “专升本 ”及 学 历 文 赁 考试 的 经 
济 类 专业 的 教材 或 参考 书 。 

本 书 配套 有 《经 济 数学 学 习 指导 与 习题 解答 》， 并 为 授课 教师 免费 提供 电子 教案 ， 
此 教案 用 PowerPoint 制作 ， 可 以 任意 修改 。 需 要 者 可 以 从 www waterpub.com.cn (中 国 
水 利水 电 出 版 社 网 站 ) 下 载 ,也 可 与 北京 万 水 电子 信息 有 限 公司 联系 , 联系 电话 ，(010) 
82564395. 
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根据 1999 年 8 月 教育 部 高 教 司 制定 的 《高 职高 专 教育 基础 课程 教学 基本 要 求 》( 以 下 
简称 《基本 要 求 ?》 和 《高 职高 专 教育 专业 人 才 培 养 目标 及 规格 》( 以 下 简称 《培养 规格 》) 
的 精神 ， 由 中 国 水 利水 电 出 版 社 北京 万 水 电子 信息 有 限 公司 精心 策划 ， 聘 请 我 国 长 期 从 事 
高 职高 专 教学 、 有 丰富 教学 经 验 的 教师 执笔 ， 在 充分 汲取 了 高 职高 专 和 成 人 高 等 学 校 在 控 
索 培 养 技术 应 用 性 人 才 方 面 取得 的 成 功 经 验 和 教学 成 果 的 基础 上 ,撰写 了 此 套 《21 世纪 高 
职高 专 新 概念 教材 》。 

为 了 编写 本 套 教材 ， 出 版 社 进行 了 广泛 的 调研 ， 走 访 了 全 国 百 余 所 具有 代表 性 的 高 等 
专科 学 校 、 高 等 职业 技术 学 院 、 成 人 教育 高 等 院 校 以 及 本 科 院 校 举 办 的 二 级 职业 技术 学 院 
在 广泛 了 解 情况 、 探 讨 课程 设置 、 研 究 课 程 体系 的 基础 上 ， 经 过 学 校 申 报 、 征 求 意见 、 专 
家 评选 等 方式 ， 确 定 了 本 套 书 的 主编 ， 并 成 立 了 编 委 会 。 每 本 书 的 编 委 会 聘请 了 多 所 学 校 
主要 学 术 带头 人 或 主要 从 事 该 课程 教学 的 骨干 ， 教 学 大 纲 的 确定 以 及 教材 风格 的 定位 均 经 
过 编 委 会 多 次 认真 讨论 。 

本 套 《21 世纪 高 职高 专 新 概念 教材 》 有 如 下 特点 

(1) 面向 21 世纪 人 才 培 养 的 需求 ， 结 合 高 职高 专 学 生 的 培养 特点 ， 具 有 鲜明 的 高 职 
高 专 特色 。 本 套 教材 的 作者 都 是 长 期 在 第 一 线 从 事 高 职高 专 教育 的 骨干 教师 ， 对 学 生 的 基 
本 情况 、 特 点 和 认识 规律 等 有 深入 的 了 解 ， 在 教学 实践 中 积累 了 丰富 的 经 验 。 因 此 可 以 说 
每 一 本 书 都 是 教师 们 长 期 教学 经 验 的 总 结 。 

(2) 以 《基本 要 求 》 和 《培养 规格 》 为 编写 依据 ， 内 容 全 面 ， 结 构 合理 ， 文 字 简练 ， 
实用 性 强 。 在 编写 过 程 中 ， 作 者 严格 依据 教育 部 提出 的 高 职高 专 教育 “以 应 用 为 目的 ， 以 
必需 、 够 用 为 度 ” 的 原则 ， 力 求 从 实际 应 用 的 需要 〈 实 例 ) 出 发 ， 尽 量 减 少 枯燥 、 实 用 性 
不 强 的 理论 概念 ， 加 强 了 应 用 性 和 实际 操作 性 强 的 内 容 。 

G) 采用 “问题 〈 任 务 ) 驱动 ”的 编写 方式 ， 引 入 案例 教学 和 启发 式 教学 方法 ， 便 
于 激发 学 习 兴 趣 。 本 套 书 的 编写 思路 与 传统 教材 的 编写 思路 不 同 ， 先 提出 问题 ， 然 后 介绍 
解决 问题 的 方法 ， 最 后 归纳 总 结 出 一 般 规律 或 概念 。 我 们 把 这 个 新 的 编写 原则 比喻 成 “一 
棵 大 树 、 问 题 驱动 ”的 原则 。 即 : 一 方面 遵守 先 见 〈 构 建 )“ 树 ”( 每 本 书 就 是 一 棵 大 树 )， 
再 见 〈 构 建 )“ 枝 ”( 书 的 每 一 章 就 是 大 树 的 一 个 分 枝 )， 最 后 见 〈 构 建 )“ 时 ”( 每 章 中 的 若 
干 小 节 及 知识 点 ) 的 编写 原则 ;， 另 一 方面 采用 问题 驱动 方式 ， 每 一 章 都 尽量 用 实际 中 的 典 
型 实例 开头 《提出 问题 、 明 确 目标 )， 然 后 逐渐 展开 分 析 解 决 问题 )， 在 讲述 实例 的 过 程 
中 将 本 章 的 知识 点 融入 。 这 种 精 选 实例 ， 并 将 知识 点 融 于 实例 中 的 编写 方式 ， 可 读 性 、 可 
操作 性 强 ， 非 常 适合 高 职高 专 的 学 生 阅 读 和 使 用 。 本 书 读者 通过 学 习 构 建 本 书 中 的 “ 树 ” 
由 “ 树 ” 找 “ 枝 ”， 顺 “ 枝 ” 摸 “ 叶 ”， 最 后 达到 构建 自己 所 需要 的 “ 树 ” 的 目的 。 

(4) 部 分 教材 配 有 实验 指导 和 实 训 教 程 ， 便 于 学 生 练 习 提高 。 


(5) 部 分 教材 配 有 动感 电子 教案 。 为 顺应 教育 部 提出 的 教材 多 元 化 、 多 媒体 化 发 展 
的 要 求 ， 大 部 分 教材 都 配 有 电子 教案 ， 以 满足 广大 教师 进行 多 媒体 教学 的 需要 。 电 子 教案 
用 PowerPoint 制作 ， 教 师 可 根据 授课 情况 任意 修改 。 相 关 教 案 的 具体 情况 请 到 中 国 水 利水 
电 出 版 社 网 站 www.waterpub.com.cn 下 载 。 

(6) 提供 相关 教材 中 所 有 程序 的 源 代码 ， 方 便 教师 直接 切换 到 系统 环境 中 教学 ， 提 
高 教学 效果 。 

总 之 ， 本 套 教材 凝聚 了 数 百 名 高 职高 专 一 线 教师 多 年 的 教学 经 验 和 智慧 ， 内 容 新 颖 ， 
结构 完整 ， 概 念 清晰 ， 深 入 浅 出 ， 通 俗 易 懂 ， 可 读 性 、 可 操作 性 和 实用 性 强 。 

本 套 教 材 适 用 于 高 等 职业 学 校 、 高 等 专科 学 校 、 成 人 及 本 科 院 校 举办 的 二 级 职业 技术 
学 院 和 民办 高 校 。 

新 的 世纪 吹 响 了 我 国 高 职高 专 教育 莲 勃 发 展 的 号 角 ， 新 世纪 对 高 职 教育 提出 了 新 的 要 
求 ， 高 职 教育 占据 了 全 面 素质 教育 中 所 不 可 缺少 的 地 位 ， 在 我 国 高 等 教育 事业 中 占有 极其 
重要 的 位 置 ， 在 我 国 社会 主义 现代 化 建设 事业 中 发 挥 着 日 趋 显著 的 作用 ， 是 培养 新 世纪 人 
才 所 不 可 缺少 的 力量 。 相 信 本 套 《21 世纪 高 职高 专 新 概念 教材 》 的 出 版 能 为 高 职高 专 的 教 
材 建设 和 教学 改革 略 尽 绵薄 之 力 ， 因 为 我 们 提供 的 不 仅 是 一 套 教材 ， 更 是 自始至终 的 教育 
支持 ， 无 论 是 学 校 、 机 构 培 训 还 是 个 人 自学 ， 都 会 从 中 得 到 极 大 的 收获 。 

当然 ， 本 套 教材 肯定 会 有 不 足 之 处 ， 奶 请 专家 和 读者 批评 指正 。 


21 世纪 高 职高 专 新 概念 教材 编 委 会 
2001 年 3 月 
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我 国 高 等 教育 正在 快速 发 展 ， 教 材 建 设 也 要 与 之 适应 ， 特 别 是 教育 部 关于 “高 等 教育 面 
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第 1 章 函数 、 极 限 与 连续 


本 章 学 习 目标 


理解 函数 的 概念 和 基本 性 质 

了 解 反 函数 、 复 合 函数 的 概念 ， 会 分 析 复 合 函 数 的 复合 结构 
理解 数列 和 函数 极限 的 描述 性 概念 ， 了 解 极 限 的 性 质 

能 热 练 运用 极限 的 四 则 运算 法 则 和 两 个 重要 极限 求 极限 

了 解 分 段 函数 及 其 在 分 段 点 处 的 极限 和 连续 性 

了 解 无 穷 大 、 无 穷 小 的 概念 、 相 互 关 系 和 性 质 

理解 函数 连续 的 概念 及 有 关 性 质 ， 会 判断 函 教 间断 点 的 类 型 


1.1 函数 


111 函数 的 概念 


在 某 个 变化 过 程 中 , 往往 出 现 多 个 变量 , 这些 变 量 不 是 彼此 孤立 的 ， 而 是 相互 制约 的 ， 
一 个 量 或 一 些 量 的 变化 会 引起 另 一 个 量 的 变化 ， 如 果 这 些 影响 是 确定 的 ， 并 且 是 依照 某 一 
规则 的 , 那么 我 们 说 这 些 变量 之 间 存 在 着 函数 关系 “函数 关系 ”是 数学 中 的 一 个 重要 概念 ， 
下 面 我 们 给 出 函数 的 定义 . 

定义 1 设 x, ”是 两 个 变量 ， 若 当 变量 z 在 非 空 数 集 忆 内 任 取 一 个 数值 时 ， 变 量 y 按 
照 某 种 对 应 法 则 /总 有 一 个 确定 的 数值 与 之 对 应 ， 则 称 变量 为 变量 x 的 函数 ， 记 作 

у= ЈО), xe D, 

这 里 x 称 为 自 变量 ，》 称 为 因 变量 或 x 的 函数 .集合 D 是 指使 函数 有 意义 的 点 的 集合 ， 称 
为 函数 的 定义 域 ， 记 为 Dr， 相 应 的 》 值 组 成 的 集合 称 为 函数 的 值 域 ， 记 为 2 

当 x 取 数值 oe Dr 时 ,与 x 对 应 的 数值 y 称 为 函数 y= f(x) 在 wo 处 的 函数 值 , 记 作 f(xo) 
RY leon EER y = /(х) fE хо ARE. 


112 ”函数 的 表示 法 


例 1 已 知 某 商 品 的 总 成 本 函数 为 ，C= C(O) -100:0 
这 里 C 与 Q 都 是 变量 ，O 是 生产 产品 的 数量 ， 当 Q 变化 时 ， 商 品 的 总 成 本 函数 C 也 
随 着 О 的 变化 而 发 生 相 应 的 变化 . 


2 经 济 数学 
例 2 某 工厂 全 年 1-12 月 原材料 进货 数量 如 下 表 ， 表 中 表示 的 是 时 间 T СН) 和 原 材 


料 进货 数量 Q (mh) 之 间 的 关系 . 
5 |é |7 |s |9 
12 |12 |13 |13 |12 


та | h |, [a 

om іп jio |2 [n 

例 3 “需求 ”是 指 在 一 定价 格 条 件 下 ， 消 费 者 愿意 购买 并 且 有 支付 能 力 购买 的 商品 
Ж. 设 己 表示 商品 价格 ，2 表示 需求 量 , 则 有 需求 函数 Q=/(P). 一 般 来 说 ， 商 品 的 价格 低 ， 
需求 量 就 大 ， 商 品 的 价格 高 ， 需 求 量 就 小 ， 因 此 一 般 需 求 函数 通常 是 单调 递减 函数 . 

“供给 ”是 指 在 一 定价 格 条 件 下 ， 生 产 者 愿意 出 售 的 商品 量 ， 设 表示 商品 价格 ，O 
表示 供给 量 ， 则 有 供给 函数 0O=p(P)， 一般 来 说 ， 商 品 的 价格 低 ， 生 产 者 不 愿意 生产 ， 供 
给 就 少 ， 商 品 的 价格 高 ， 供 给 就 多 ， 因 此 一 般 供 给 函数 通常 是 单调 递增 函数 . 

图 1.1 为 某 商 品 的 需求 曲线 和 供给 曲线 ， 其 中 D 表示 需求 曲线 O(P), 5 表示 供给 曲 
Ж OQ=g(P)，E 点 为 需求 和 供给 平衡 点 . 


2 








10 [u [р 
12 [зз |1 
































通常 函数 的 表示 法 有 解析 法 (又 称 公式 法 ) (如 例 1)、 表格 法 (如 例 2)、 图 象 法 (如 
例 3) 等 . 

以 上 三 例 的 实际 意义 虽 不 相同 ， 但 却 具 有 共同 之 处 : 每 个 例子 所 描述 的 变化 过 程 都 有 
两 个 变量 ， 当 其 中 一 个 变量 在 一 定 的 变化 范围 内 取 定 一 数值 时 ， 按 照 某 个 确定 的 法 则 ， 另 
一 个 变量 有 惟一 确定 的 数值 与 之 对 应 . 变量 之 间 的 这 种 对 应 关系 就 是 函数 概念 的 实质 . 

函数 的 定义 域 六 和 对 应 法 则 /是 函数 的 两 个 主要 要 素 。 

如 果 两 个 函数 具有 相同 的 定义 域 和 对 应 法 则 ， 则 它们 是 相同 的 函数 . 


函数 了 = 下 二 与 函数 1-x 是 不 同 的 函数 ， 因 为 它们 的 定义 域 不 同 ， 分 别 是 
9-00) ы-у). 


在 实际 问题 中 ， 有 时 会 遇 到 一 个 函数 在 定义 域 的 不 同 范围 内 ， 用 不 同 的 解析 式 表 示 的 


情形 ， 这 样 的 函数 称 为 分 段 函数 . 
例如 ， 下 jc- а АВИ, ав е а сеа) 上 是 一 


个 函数 而 不 是 几 个 函数 ， 但 它 的 表达 式 在 区 间 (оо) 和 区 间 (+0) 上 是 不 同 的 . 
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Ys 
又 如 常见 的 符号 函数 y=sgnx=10 ,x=0 也 是 一 个 分 段 函 数 〈 如 图 1.2)， 它 的 定义 


-1],x<0 


域 为 -oov+eo) . 





1.1.3 复合 函数 


定义 2 ї#у=/(и), и=ф(х). 如 果 w=gp(x) 的 值 域 z, 与 y=Aw) 的 定义 域 Dy 的 交 非 空 ， 
JU) y 通过 中 间 变 量 w 构成 x 的 函数 ， 称 y 为 由 y= /(и) 及 w=gp(x) 复 合 而 成 的 关于 x 的 复合 
函数 ， 记 为 y=f[g (x)]， 其 中 x 是 自 变 量 ，w 称 为 中 间 变量 . 

例 4 问 函 数 y=e"”"* 是 由 哪些 较 简单 的 函数 复合 而 成 的 ? 

М hye", wln, vesin 三 个 较 简 单 的 函数 复合 而 成 的 . 

把 一 个 较 复杂 的 函数 分 解 成 几 个 较 简单 的 函数 ， 这 对 于 今后 的 许多 运算 是 很 有 用 的 . 

并 非 任意 两 个 函数 都 能 复合 成 一 个 复合 函数 的 ， 例 如 ，)=inx 和 w=sinx-2， 这 是 因为 
对 于 后 一 个 函数 的 值 域 中 的 每 一 个 x 值 ， 都 不 可 能 使 前 一 个 函数 有 定义 . 


114 初等 函数 


1， 基 本 初等 函数 
在 中 学 数学 里 ， 我 们 已 经 学 过 以 下 五 类 最 基本 的 函数 : 
(1) ЖЕ у= x” (为 实数 ); 
(2) 指数 函数 y= а(а>0,а#1): 
(3) 对 数 函 数 y= log。x (a>0,az1); 
(4) 三 角 函 数 y= sinx,y=cosx,y=tanx,y=cotx; 
(5) 反 三 角 函 数 y = arcsin x, у = arccos x, y = arctan x, у =arccotx. 
以 上 五 类 函数 统称 为 基本 初等 函数 ， 这 些 函数 的 性 质 及 图 像 在 中 学 已 经 学 过 ， 今 后 会 
经 常 遇 到 它们 . 
2， 初 等 函数 
由 常数 和 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 或 复合 所 构成 的 ， 并 可 用 一 个 解析 式 表示 
的 函数 称 为 初等 函数 . 
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例如 函数 y=Vl-sinx , y=arcsin®, y=In(x+Yl+x?) 等 都 是 初等 函数 . 





115 абу 


定义 3 设 y= f(x) 是 定义 在 D/ 上 的 一 个 函数 ， 其 值 域 为 ZZ， 对 任意 ye Zr 如 果 有 一 
个 确定 的 且 满 足 y= f(x) 的 xeD/ 与 之 对 应 , 则 得 到 一 个 定义 在 2 上 的 以 y 为 自 变量 的 函数 ， 
我 们 称 它 为 函数 y= f(x) 的 反 函数 ， 记 作 x= / (у). 

我 们 总 是 习惯 上 用 x 表示 函数 的 自 变量 ， 所 以 反 函 数 一 般 记 为 y= f'o). 

例 5 某 商 品 的 需求 函数 为 0=20-8P， 求 其 反 函数 . 

解 由 O-20-8P 解 得 P= 2020, аро, 90-202, 


8 
m o= 20Р g 0-20-8Р HREM. 


通常 ， 函 数 y= f(x) 的 表示 形式 是 一 个 解析 式 ， 如 y = VL+ sinx ，y=arcsin2x 等 ， 用 这 种 
方法 表示 的 函数 称 为 显 函数 ， 有 时 变量 x y 之 间 的 函数 关系 ， 是 由 某 个 二 元 方程 F (x, y0 
БИН, Wx? + у? –ху+5=0 ,sin(2xy)+e™” =6 等 ， 用 这 种 方法 表示 的 函数 称 为 隐 函 数 . 

有 些 隐 函 数 可 以 改写 成 显 函 数 的 形式 ， 而 有 些 隐 函 数 不 能 改写 成 显 函数 的 形式 ， 如 
sin(xy) -2x?y =1。， 把 隐 函 数 改 写成 显 函数 ， 叫 做 隐 函 数 的 显 化 . 


1.1.6 函数 的 基本 性 质 


1， 函 数 的 奇偶 性 

设 函 数 y=f(x) 的 定义 域 Dr 关 于 原点 对 称 , 如 果 对 于 任意 xe Dp EH fx) = (х) (或 
(х) = f(x) )， 则 称 /(x) 为 奇 (或 偶 ) 函数 。 

ЖШ f(x) == 是 奇 函 数 ,这 是 因为 (х) = х = Ух): Xin, f(x) = cosx 是 偶 函 数 ， 
这 是 因为 /(-x)=cos(-x)=cosx= f(x); y= 必 +x 既 不 是 奇 函 数 也 不 是 偶 函 数 . 

奇 函 数 的 图 形 关 于 原点 对 称 ， 偶 函数 的 图 形 关于 у 轴 对 称 . 

2， 函 数 的 周期 性 

HRM y= f(x) 的 定义 域 为 Dr ， 如 果 存 在 一 个 常数 Tz*0， 使 得 对 任意 的 xe Dr ， 便 
有 Jf(x+7)= f(x)(x+7e Dj)， 则 称 函数 f(x) 为 周期 函数 ，T 称 为 fo) 的 周期 ， 通常 我 
们 所 说 的 周期 是 指 函数 f(x) 的 最 小 正 周期 . 

例如 sinx 和 cosx 的 周期 均 为 2r ，tanx 和 cotx 的 周期 均 为 r . 

3. 通 数 的 单调 性 

ЖГ у = /(х) 在 区 间 [o, 如 上 有 定义 ， 对 [, 妇 内 任意 两 点 妆 和 六 ， 当 六 < 总 时 ， 都 
有 Cn) < f(x,)， 则 称 函数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 是 单调 增加 的 ， 图 1.3 Ca); žy < x, B$, 
都 有 fGa) > /Co )， 则 称 函 数 f(x) ÆR [a,b] 上 是 单调 减少 的 , 图 13 (b). 单调 增加 (或 
单调 减少 ) 的 函数 又 称 为 单调 递增 或 单调 递减 ) 函 数 ， 统 称 为 单调 函数 . 使 函数 保持 单 
调 性 的 自 变量 的 取 值 区 间 称 为 该 函数 的 单调 区 间 . 
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(a) (b) 
图 13 
例如 函数 y=4x* ， 在 区 间 [0,+eo) 内 单调 增加 ;在 (-o,0] 内 单调 减少 ， 在 (oo,+eo) 内 
则 不 具有 单调 性 . 
4， 函 数 的 有 界 性 


HR у = f(x) 在 区 间 7 上 有 定义 , 如 果 存 在 一 个 正常 数 М, 使 得 对 于 区 间 了 内 所 有 x, 
恒 有 | f(x)|<M， 则 称 函 数 f(x) 在 区 间 了 上 是 有 界 的 .如果 不 存在 这 样 的 М, ШИЖ f(x) 在 
区 间 了 上 上 是 无 界 的 . 

例如 y=sinx, 对 于 一 切 x 都 有 |sinx|<1， 所 以 函数 = sin х 在 区 间 (-co,+eo) 内 是 有 界 
1 


的 . 又 如 函数 = 在 区 间 [h+a) 上 有 界 , 这 是 因为 当 xe[L+eo) 时 ， lži, 但 是 函数 y= 一 
在 区 间 (0,1) 内 是 无 界 的 . 
117 ”函数 关系 的 建立 


例 6 。 某 运输 公司 规定 货物 的 吨 千 米 运 价 为 ， 在 1000 千 米 以 内 ， 每 千 米 k 元， 超过 
1000 +>, 超过 部 分 每 和 米 4h 元 . 求 运 价 P 和 运送 里 程 * 之 间 的 函数 关系 . 


解 根据 题 意 可 列 出 函数 关系 如 下 
ks ‚ 0<з<1000 


Р= 
1000k +Š k(s 1000) , 1000 <s <+% 


这 里 运 价 P 和 运送 里 程 * 之 间 的 函数 关系 是 用 分 段 函数 表示 的 . 
例 7 某 工 厂 生产 某 产品 ， 每 日 最 多 生产 100 件 ， 它 的 日 固定 成 本 为 130 元 ， 生 产 一 
件 产品 的 可 变 成 本 为 6 元. 求 该 厂 日 总 成 本 函数 与 平均 成 本 函数 . 
R 设 日 产量 为 2， 日 总 成 本 函数 为 C(C)， 平 均 每 件 成 本 为 志 . 
因为 日 总 成 本 为 固定 成 本 与 可 变 成 本 之 和 ， 则 由 题 意 ， 日 总 成 本 函数 为 
C=C(O)=130+60， 
平均 每 件 成 本 为 
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118 常见 的 经 济 函数 


常见 的 经 济 函 数 主 要 有 成 本 函数 、 收 益 函 数 、 利 润 函数 、 需 求 函数 和 供给 函数 等 . 

1， 总 成 本 函数 

某 商 品 的 总 成 本 是 指 生产 一 定数 量 的 产品 所 需 的 全 部 经 济 资源 投入 〈 劳 力 、 原 料 、 设 
备 等 ) 的 价格 或 费用 总 额 ， 它 由 固定 成 本 与 可 变 成 本 组 成 . 

平均 成 本 是 生产 一 定数 量 的 产品 ， 平 均 每 单位 产品 的 成 本 . 

在 生产 技术 水 平和 生产 要 素 的 价格 固定 不 变 的 条 件 下 ， 产 品 的 总 成 本 与 平均 成 本 都 是 
产量 的 函数 . 

总 成 本 函数 С=С(О)=С,+С,(О) 

со c со) 

平均 成 本 函数 C=C(O)= 0 i о 

2， 总 收益 函数 

总 收益 是 生产 者 出 售 一 定量 产品 所 得 到 的 全 部 收入 ， 是 销售 量 的 函数 . 

设 己 为 商品 价格 ，2 为 销售 量 ，R 为 总 收益 ， 则 有 

总 收益 函数 R=R(Q)=PQ 

平均 收益 函数 п-к) - 0-р 


3， 总 利润 函数 

设 某 商品 的 成 本 函数 为 C， 销 售 收益 函数 为 R， 则 销售 某 商品 Q 个 单位 时 的 总 利润 函 
数 为 L=L(@)= R(Q) - C(Q) 

4， 需 求 函 数 与 供给 函数 

见 例 3. 

例 8 已 知 某 产 品 的 总 成 本 函数 为 

C(O)=0.222+20+20 

求 当 生 产 100 件 该 产品 时 的 总 成 本 和 平均 成 本 . 

解 ” 由 题 意 ， 产 量 为 100 时 的 总 成 本 为 

C(100) = 0.2x1002 +2x100+20 = 2220 


平均 成 本 为 。 Саоо= он -20 222. 


例 9 a 10- ЇР, жи 5 件 该 商品 时 的 总 收入 和 平均 收入 . 
解 由 题 意 ， 商 品 的 价格 为 





100-50 
2 


Р= 


所 以 ， 总 收入 函数 为 
Тө 2 
R(Q)=P-Q -102-30 
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销售 5 件 该 商品 时 的 总 收入 为 , 
R(5) =- 187.5 
销售 5 件 该 商品 时 的 平价 收入 为 
(5) = RG) -1875 -375. 
5 5 
习题 1.1 


1. 下 列 各 题 中 ， УО) 与 g(x) 是 否 表示 同一 个 函数 ， 说 明理 由 . 
а) — 0-4, Ф(х)=х+2: (2) (к) = х2, g(x)=2Inx. 
3 


2， 求 下 列 函数 的 定义 域 . 


а) у= +17, (2) у= №922. 
= 
3. 判断 下 列 函数 的 奇偶 性 . 
x? .sinx 1-х 
= ) ysig} хе(-Ы). 
o уан D y=, xech) 


2x+1 ,x>0 1 1 
4. 如 果 f(x)=11 ‚х=0, RIO SDIO 
х? ‚х<0 
5. 下 列 函 数 是 由 那些 简单 函数 复合 而 成 的 ? 
A) y=In(2x+1)?; (2) y=sin°(3x+1). 
6. 求 下 列 函 数 的 反 函数 
(1) y=x2-2x,[,+o); (2) Q =3P-5. 
7. /(х+1у=х* +3х+5, Ж), /(х-1). 


8. 已 知 某 产 品 的 总 成 本 函数 为 сб) =10о+07, 求 当 生产 100 个 该 种 产品 时 的 总 成 
本 和 平均 成 本 . 


12 极限 的 概念 


极限 是 高 等 数学 的 重要 概念 之 一 ， 是 研究 微 积分 学 的 重要 工具 ， 高 等 数学 中 的 导数 、 积 
分 、 级 数 等 概念 都 是 通过 极限 来 定义 的 ， 因 此 ， 学 习 和 掌握 极限 的 概念 与 方法 是 十 分 重要 的 . 


121 数列 的 极限 


1， 数 列 的 概念 
定义 1 自 变 量 为 正 整数 的 函数 ww = f(n) ，(n=1,2…)， 将 其 函数 值 按 自 变量 n 由 小 
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到 大 排 成 一 列 数 芭 ,wu,w3,…,4,,… 称 为 数列 ,将 其 简 记 为 fx,}， 其 中 u, 称 为 数列 的 通 项 或 
一 般 项 . 

古语 云 :“ 一 尺 之 梭 ， 日 取 其 半 ， 万 世 不 竭 . ”意思 是 一 尺 长 的 木 棒 ， 每 天 截 去 一 半 ， 


是 永远 也 截 不 完 的 . 实际 上 若 天 数 为 wm， 相应 的 每 天 剩 下 的 木 棒 长 度 分 别 为 
1 1 1 





2" "2 
从 而 可 以 得 到 一 个 数列 . 
2， 数 列 的 极限 
考察 一 个 数列 ， 主 要 是 研究 当 n 无 限 增 大 时 ， 数 列 的 变化 趋势 ， 考 察 下 面 几 个 数列 
11 1 by 03 
(CD u poq 通 项 为 ww = Ta 
， 通 项 为 四 Ten, 
n 





(3) l-l (6D, Зи, =(-1)"": 
(4) 3,5,…,2n+1,…， 通 项 为 w, =2п+1. 


数列 (1) 当 无 限 增 大 时 ， m= EBE 0， 即 数列 (1) 以 0 为 它 的 变化 趋向 ; 


数列 (2) 当 n ERMAK, u, = 无限 赵 近 于 常数 1， 即 数列 (2) 以 1 为 它 的 变 


化 趋向 ; 

ЖІ (3) Kn ERMAK, и, =(-0)" 其 奇数 项 为 1， 偶数 项 为 -1， 随 着 的 增 大 ， 
它 的 通 项 在 +1 之 间 变 动 ， 所 以 当 n 无限 增 大 时 ， 没 有 确定 的 变化 趋向 ; 

数列 4) 当 无 限 增 大 时 ，w 也 无 限 增 大 . 

通过 以 上 四 个 例子 的 讨论 可 以 看 出 ， 数 列 当 无限 增 大 时 ， 其 变化 趋向 可 分 为 两 种 : 
或 者 无 限 趋 近 于 某 个 确定 的 常数 ， 或 者 不 趋 近 于 任何 确定 的 常数 .由 此 我 们 给 出 数列 极限 
的 定义 . 

定义 2 HFAA fu) WRH n ERAK, Au, 无 限 趋 近 于 某 个 确定 的 常数 a， 
则 称 常数 a 为 数列 (un) 的 极限 ,或 称 数列 (и, | 收敛 于 a, 记 为 


limu, =a и, >a , (n—Ə%). 
车 数列 (и, 没有 极限 ， 则 称 数列 是 发 散 的 . 
limL =0, im 二 =1， 数 列 (1) 和 数列 (2) 是 收敛 的 . 


кең эп +l 

数列 (3) 和 数列 〈4) 没有 极限 ， 这 两 个 数列 是 发 散 的 . 

如 果 数 列 {u 对 于 每 一 个 正 整数 n WA u, <и, ， 则 称 数列 {и} 为 单调 递增 的 数列 ; 
类 似 地 ， 如 果 数 列 (u) 对 于 每 一 个 正 整数 都 有 >, ， 则 称 数列 fun 为 单调 递 碱 的 数 
З]. 单调 递增 与 单调 递减 的 数列 统称 为 单调 数列 .如 果 对 于 数列 fun) 存在 一 个 固定 的 常数 
M， 使 得 对 于 其 每 一 项 w, WA |u| < M ， 则 称 数列 fu) 为 有 界 数列 .数列 (1) 是 一 个 
单调 递减 数列 ， 且 有 下 界 ， 数 列 〈2) 是 一 个 单调 递增 数列 ， 且 有 上 界 ， 它 们 都 是 单调 有 界 
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数列 . 
定理 1 单调 有 界 数列 必 有 极限 . 
例 1 观察 下 列 数列 的 极限 : 
a) m1- 27, D и, =4", |4|<1. 
R ”通过 观察 以 上 数列 ， 有 如 下 变化 趋向 : 
а) imu -зай-© |ы, 
п 


лээ тэз 


(2) іти, = ітд" =0, (|4|<1): 
122 ”函数 的 极限 


数列 是 一 种 特殊 的 函数 ， 下 面 将 这 种 特殊 函数 的 极限 概念 推广 到 一 般 函 数 的 极限 概念 . 
1、 当 x 一 o 时 ， 函 数 f(x) 的 极限 


考察 函数 О) = 一 -从 图 1.4 中 可 以 看 出 ， 当 x -+o 时 ， 函数 f(x) = 一 жий 


x+1 


近 于 常数 1， 此 时 我 们 称 1 为 /= 二 ` x — +о BT 001818. 


+1 





图 1.4 


定义 3 如 果 当 自 变量 x 无 限 增 大 时 ， 函 数 /(x) 无 限 趋 近 于 某 个 确定 的 常数 4， 则 称 
常数 4 为 函数 fO) 当 x — оо 时 的 极限 ， 记 为 
Jim f(x) = 4 /(х)-› А , (x— +). 
由 定义 3 可 知 ，! 为 (х) = -三 _ 当 x -> +o 时 的 极限 ， 即 lim — 1 
х+1 хэя+юу +1 
同样 ， 从 图 1.4 中 可 以 看 出 ， 当 x -> -oo Bf, 函数 /(x) = 二 无限 趋 近 于 常数 1， 此 时 
我 们 称 1 为 /oO = 二 当 x 一 - 时 的 极限 . 


KF x> -o 时 函数 极限 的 定义 ， 可 仿照 上 面 定 义 给 出 . 





10 经 济 数学 
定义 4 如果 当 |x| 无 限 增 大 时 函数 f(x) 无限 趋 近 于 4, 则 称 当 x — со 时 ,函数 f(x) 以 
4 为 极限 ， 记 为 
lim f@&)=4 或 Ja 一 4，C 一 o). 


хэ=у+] 


由 上 面 讨论 可 知 ， 函数 /CD = —— 当 x 一 四 时 的 极限 为 1， 即 lim 一 =1. 
定理 2 Ilim fG)=4 < lim ЈО) = lim ЈО) 4. 
2. 5 x— x B, m у(х) 的 极限 


2 
AREE SOE ， 从 图 1.5 中 可 以 看 出 当 x ->1 时 ， m= 的 值 无 限 








2 


х1 极限 为 2. 
х-1 





趋 近 于 常数 2， 此 时 我 们 称 当 x 趋 近 于 1 时 ， 函 数 /(x) = 





一 般 地 ， 有 如 下 定义 : 
定义 5 REM f(x) 在 ao 的 某 邻 域内 有 定义 〈 x 可 以 除外 )， 如 果 当 自 变量 x 趋 近 于 
җ(х * хо) Т, ВАЗ Ух) 的 函数 值 无 限 趋 近 于 某 个 确定 的 常数 А, ШЖ 4 为 函数 fO) 当 
x 一 如 时 的 极限 ， 记 为 
lim fG)=4 或 f/@G)>A , (хәл). 
说 明 (oo 在 zx 一 加 时 的 极限 是 否 存在 ， 与 f(x) 在 点 % 处 有 无 定义 以 及 在 点 处 函 
数值 无 关 . 


2 
由 此 可 知 ， 四 并 二 -2 
在 定义 5 th, x JE D ER ЖЕНЕР x, Bü), 但 在 有 些 问题 中 , 往往 只 需要 考虑 点 x А 
的 一 侧 趋 近 于 时 的 函数 f(x) 的 变化 趋向 . 
如 果 当 x х (х хо) ТТ х Сах эхо) 时 f(x) 以 А 为 极限 则 称 A 
为 函数 f(x) 当 x э х, ВТЕ, іе 
Jim f= 或 /G@)—A ‚ (х-эх;). 


WRS xA xo BJ A | (e > хо) BEF Обох x ) PF, О) ЦА ЖЕН, ДЖА 
为 函数 f(x) H x 一 区 时 的 右 极限 ， 记 为 
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lim f(x)=4 或 /(ху—эА › (хох). 
хэ» 


函数 的 极限 与 左 、 右 极限 有 如 下 关系 : 
定理 3 lim ГО) = 4 <> lim f(x)= lim fG)= A. 
x>% x>% хэҗ 


这 个 定理 常用 来 判断 分 段 函数 的 极限 是 否 存在 . 
例 2 Ais oo = | EOE FZO 在 x=0 点 处 是 否 有 极限 . 


sinx „х& 
R 计算 函数 f(x) 在 x=0 处 的 左 、 右 极限 
lim f(x)= lim (I соѕх) =0 
хәб хэй 
lim f(x) = lim sinx=0 
因为 lim f(x) = lim f(x)=0, 所 以 lim /(х)=0. 
以 上 数列 的 极限 、 函 数 的 极限 描述 的 都 是 当 自 变量 在 某 一 变化 过 程 中 函数 的 变化 趋 
向 ， 因 此 ， 在 自 变量 的 以 下 各 种 变化 过 程 : 
NID, X40, х-э-©, XO, XX XX ' Хх, 
其 函数 极限 的 定义 可 以 统一 于 如 下 定义 . 
定义 6 如 果 变 量 了 在 自 变量 的 某 一 变化 过 程 中 ， 无 限 趋 近 于 某 一 常数 4， 则 称 4 为 
变量 了 的 极限 ， 简 记 为 limy = 4 或 了 一 4. 


3， 函 数 极限 的 性 质 

定理 4 (惟一 性 定理 ) ”如 果 函 数 (x) 在 某 一 变化 过 程 中 有 极限 ， 则 其 极限 是 惟一 的 . 

定理 5 《有 界 性 定理 ) EAX f(x) x x 时 极限 存在 , 则 必 存 在 x 的 某 一 邻 域 ， 
使 得 函数 f(x) 在 该 邻 域内 有 界 . 

定理 6 (MARES) ”如 果 对 于 x 的 菜 邻 域内 的 一 切 x Сх TAR, A 

h(x) < f(x) < g(x)» Я lim А0) = lim g(a)= А, 则 lim /(ху=4. 


123 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 

1. 无 穷 小 量 

定义 7 车 函数 f(x) 在 自 变量 x 的 某 一 变化 过 程 中 以 零 为 极限 , 则 称 在 该 变化 过 程 中 ， 
了 (x) 为 无 穷 小 量 ， 简 称 无 穷 小 . 

例 3 当 x 一 0 时 ，sinx 的 极限 为 零 ， 所 以 当 x -0 时 ， 函 数 sinx 为 无 穷 小 . 

ах, віх 的 极限 不 为 零 所 以 当 x 一 二 时 ， 函 数 sinx TEEN. 

说 明 “无穷小 是 以 零 为 极限 的 变量 ， 不 能 将 其 与 很 小 的 常数 相 混淆 .在 所 有 常数 中 ， 
零 是 惟一 可 以 看 作 无 穷 小 的 数 ， 这 是 因为 如 果 f(x)=0 ， 则 lim f(x) =0 ， 同 时 也 要 注意 无 
穷 小 与 自 变 量 的 变化 过 程 有 关 , 当 x — Н, /(х) 是 无 穷 小 , 但 当 x — (х жх), f(x) 
不 一 定 是 无 穷 小 . 
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2. 无穷 小 的 性 质 : 

定理 7 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ， 

O) 有 限 个 无 穷 小 的 代数 和 仍 是 无 穷 小 ; 
0) 有 限 个 无 穷 小 的 乘积 仍 是 无 穷 小 ; 
(3) 常数 与 无 穷 小 的 乘积 仍 是 无 穷 小 

(4) 有 界 函 数 与 无 穷 小 的 乘积 仍 是 无 穷 小 . 


例 4 求 极限 limxsin. 
x—0 x 
Ж ”因为 当 x 一 0 时 ，x 为 无 穷 小 ， 又 因为 





эш |+ 1 为 有 界 量 ， 
х 


因此 当 x — 0 8, xsin ЭРЖИШ, 所 以 
limxsinž=0. 
定理 8 在 自 变量 x 的 某 一 变化 过 程 中 , 函数 /(x) 有 极限 的 充分 必要 条 件 是 f(x) = Ао 
其 中 为 这 一 变化 过 程 中 的 无 穷 小 . 


3. 无 穷 大 量 
定义 8 在 自 变量 x 的 某 个 变化 过 程 中 , 若 函 数值 的 绝对 值 | /(x) | 无 限 增 大 , 则 称 (x) 


为 此 变化 过 程 中 的 无 穷 大 量 ， 简 称 无 穷 大 . 
无 穷 大 是 指 绝对 值 无 限 增 大 的 变量 ， 不 能 将 其 与 很 大 的 常数 相 混淆 ， 任 何 常数 都 不 是 
EJK. 
4 无 穷 小 与 无 穷 大 的 关系 
定理 9 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ， 若 у(х) 为 无 穷 大 ， W- AEI 反之 ， 
车 ух) 为 无 穷 小 且 уо) #0， 则 一 上 -为 无 穷 大 . 
JG) 


例 5 考察 /CD = 51, 


äro, 21,5, FAMo, fo- ŽI AENA: 


х-1 х-1 


11 дур 
Fo ra AA BE. 


当 x->1 时 ，x-1_，0， 所 以 当 x_y1 时 ， 
х+1 
习题 1.2 


1. 观察 下 列 数列 ， 哪 些 数 列 收敛 ? 其 极限 是 多 少 ? 哪些 数列 发 散 ? 
D а= 0, (2) “(3]: 
n 4 
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Guat, (4) и, sisin, 
n? 
n 433 
(5) и, =)": (6) „=з т. 
зало ñ с :作出 f(x) 的 图 形 , 求 lim f(x) 及 lim f(x) ,并 问 lim f(x) 
是 否 存在 . 
з. 观察 下 列 函 数 ， 那 些 是 无 穷 小 ? 那些 是 无 穷 大 ? 
2 4х 0f; (2) igx, 4х 0* 时 ; 
' 
(3) 107, 34 x—O0* f; (4) = sind, 当 x 一 0 时 ， 
(5) 27* -1， 当 x 一 0 时 ; (6) е", Sy SSS: 
13 极限 的 运算 


1.3.1 极限 的 运算 法 则 

定理 1 # lim f@)= 4, lim g(x)=B, 则 
(1) im UO) te]= 428, 

(2) Iim /0 gto = A-B: 


‹з› im 100 A 
z g(x) В 
定理 1 中 的 (1)(2) 可 推广 到 有 限 多 个 函数 的 情形 , 即 若 当 x — xç В], fi), ha) faa) 
的 极限 都 存在 ， 则 有 
Jim[//G)+ (0) ++ f,@)]= lim ЛО) lim çG)+---+ lim ЈО) 
lim (Ок) < hE) h= lim Aa) lim 0) lim f(x) 
=>% хэҗ хэд = 
特别 地 ， 在 (2) Ф а(х) = С, WA 
lim (Gf (x))=C:4 
хэ» 
以 上 结论 仅 就 一 x 时 加 以 叙述 ， 对 于 自 变量 x 的 其 他 变化 过 程 同 样 成 立 . 
例 1 求 lim(3x? +5х-2). 


(В+0). 


解 (3х2 +5 2) = іт 3х2 + lim 5x- lim2 = 20. 
22 2 


‚ 202 +2х-1 
52 lim—ə— 
a= 
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ыз 
K һ22°+2х-1_ШО= 22-0. 
хэ2 32+] 





(3х2 +1) B 
хә? 





例 3 жш” 27 
сезе 
解 йш? -9)= 0， 不 能 直接 用 定理 1 中 商 的 极限 运算 法 则 . 注意 到 分 子 的 极限 


也 为 零 , 此 时 可 首先 找 出 分 子 分 母 中 的 零 因 子 x-3 , 当 x 一 3 时 , 由 函数 的 极限 定义 知 xz3， 
这 样 可 先 约 去 零 因 子 ， 再 计算 极限 . 





= lim G° +3x+9) 
(х-3)(х +3) 


W 当 x 一 四 时 ， 分 子 、 分 母 都 是 无 穷 大 ， 不 能 直接 利用 商 的 极限 运算 法 则 ， 此 时 可 
先 将 分 子 、 分 母 同 除 以 x АКЕ х, Ят 


一 般 地 ， 对 于 有 理 函 数 〈 即 两 个 多 项 式 函数 的 商 ) 的 极限 ， 有 下 面 结论 : 








o , Ҹт<п 
ax" +G ++++а„ух+а„ lm o 
хэ=® ух" +hx™ ++ х+„ | bo Таш 

0 ,m>n 

Ж а,#0,,#0. 

2 
15 R lim 2^—2**+3 
xm 3x +1 
解 分 子 、 分 母 同 除 以 x 最 高 次 宕 之 ， 得 极限 
2-2, 
2x?-2x+3 Ру С 
me 3x? +1 x 
35 
ша[2-2+ 3 
el х0] 2 
7 
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1.32 ”两 个 重要 极限 


， Sin x 
1. lim—s1 
x х 


证 34x—0B, 函数 /(%) = 2 的 极限 不 能 用 商 的 运算 法 则 来 计算 为 证 明 这 个 极 
限 ， 作 一 单位 圆 (图 1.6), 令 人 40B=x， #0<х<=, 过 点 4 作 切 线 4C， 那 么 A4OC 的 


面积 为 了 lanx， ЖЖ АОВ 的 面积 为 x, A40B 的 面积 为 了 sinx ， 因为 扇形 面积 介 于 两 个 
三 角形 面积 之 间 ， 所 以 


l 1 1 
—sinx<—x<—tanx, 
2 2 


即 sinx<x<tanx. 
因为 sinx > 0， 用 sinx 除 上 式 ， 有 
x 1 sinx 
1< 一 < 一 一 或 cosx < 31851 
sinx cosx x 





由 于 Sm cosx BAR, 所 以 当 x 取 负 值 时 上 式 也 成 立 ， 因 而 当 0<|x| < 也 时 有 


sinx 
cosx <— <1. 
x 


由 图 1.6 不 难看 出 ， 当 x 一 0 时 ，cosx= OD 04 =1， 于 是 由 极限 的 两 边 夹 定理 有 





limsinz -1. 
m x 
此 极限 也 可 记 为 : 
тӘ =1 (方块 口 代表 同一 变量 ) 
0 n 
例 6 R lim, 


хәб nx 
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解 lim 一 一 =lim 一 :一 一 = 一 
хэ0 ne xn тх п 
>p tan x 
例 7 求 lm 一 一 
хэ0 x 
thx g 1йх 1. siz 
解 lim = lim 一 =lim lim =1 
хэ0 X xXCOSX хэ0соѕххэ0 x 
. 1— cosx 
例 8 求 lim 一 一 一. 
x x 
x xY 
2sin2 二 sin= 
。 1 一 cosx 1 
解 2 1 =>lim| —2 | ==. 
хэ? x x0 x 2= х 2 
2 


例 9 lim (0) 
х 


хэш 


这 里 e 是 一 个 无 理 数 2.71828…. 
此 极限 也 可 记 为 : 


lm +L =e (方块 o 代 表 同一 变量 ) 
如 果 令 上 = 1， 则 当 x -> 四 时 ，!-*0， 从 而 
| Hm(l+0 =e 
例 10 жщ[!+2]. 
Шш 
解 im (1+2) = tim f1) =è, 
z») x хо £ 


RF, Щх-›®], t>o, Ж 


А 
lim f 2 
г е 
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w [e а (е) 


下 面 我 们 介绍 复 利 公式 ， 所 谓 复 利 计 息 ， 就 是 将 第 一 期 的 利息 和 本 金 之 和 作为 第 二 期 


的 本 金 ， 然 后 反复 计 息 . 
设 本 金 为 Pp， 年 利率 为 "， 一 年 后 的 利息 和 本 金 之 和 为 % M 


з=р+рг=р(1+г), 
把 s, 作 为 本 金 存 入 ， 第 二 年 末 的 本 利之 和 为 
зу = +sr=s(+r)=p0(+r), 
如 此 反复 ,第 年 末 的 本 利之 和 为 
з„=р(1+г)", 





这 就 是 以 年 为 期 的 复 利 公式 . 
若 把 一 年 均 分 为 m 期 计 息 ， 这 时 每 期 利率 可 以 认为 是 二 ， 于 是 可 以 推 得 ”年 末 的 本 利 
之 和 为 
s= [iZ], u=nm, 
假设 计 息 期 无 限 缩短 ， 则 期 数 m -> ， 可 以 得 到 连续 复 利 的 计算 公式 为 


nr 


nr 


Š 
пе) ера +” 








1.3.3 ”无穷小 量 的 比较 


在 前 面 有 关 无 穷 小 的 讨论 中 ， 没 有 提 及 两 个 无 穷 小 之 比 ， 这 是 因为 两 个 无 穷 小 的 比 会 
出 现 不 同 的 情况 . 例如 ， 当 x 下 0 时 ,x，x? ，sinx， xsin 等 都 是 无 穷 小 ， 但 它们 的 比 在 


3 
а XSIn 一 
= -0 时 友 有 不 同 的 变化 性 态 ，x -0，smx у оа, х зны. 
这 一 事实 反映 了 同一 过 程 中 如 x -0 时 各 个 无 穷 小 趋 于 0 的 快慢 程度 ， 因 此 有 必要 进 
一 步 讨论 两 个 无 穷 小 之 比 . 
定义 Wo 与 B 是 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 的 两 个 无 穷 小 ， 则 在 所 讨论 过 程 中 : 


D EESO, Miño EIB 高 阶 的 无 穷 小 ， 记 作 @=o(B); 





(2) #9040, c 为 常数 ， 则 称 a 与 B 为 同 阶 无 穷 小 ; 


(3) #291, Wika 与 B 为 等 价 无 穷 小 ， 记 作 a~B . 
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例 12 证 明 当 x 一 0 时 ，arcsinx 与 x 是 等 价 无 穷 小 . 
证 令 arcsinx=1， 则 x=sint， 当 x 一 0 时 ，1 一 0， 于 是 


故 当 x 一 0 时 ，arcsinx~x. 

同 理 可 证 ， 当 x 一 0 时 ，arctanx 与 x 是 等 价 无 穷 小 . 

在 极限 计算 中 ， 经 常 使 用 下 述 等 价 无 穷 小 代 换 定理 ， 从 而 使 两 个 无 穷 小 之 比 的 极限 问 
题 简化 . 

定理 2 设 在 自 变量 的 同一 变化 过 程 中 ~a，B~B*， 且 lim 记 存在， W 


limB ба. 
a a 
证 imb -im BE ] 
pa a 
= боб limb. -im ® lim 县， 
P о’ а a' 
例 13 求 下 列 极限 : 
tan2x 


Q) 12925, СФ) im F, 
x—0 sin 3x хэб х.5іпх 


解 (1) 当 x 一 0 时 ，tan2r~2x，sin3r~3r， 因 此 
.tan2x , 2х 2 
lim — =lim > 
xn0Sin3x хэ03х 3 


(2) хо, ЕЕ ( 见 例 8)， 因 此 

















0 x 
i tanx—sinx . Sin x(l — cos x 
8 limte sinx L jim Sin Xl соѕх) 
хэд х 2 cosx 
< Sinx 1-соѕх 1 
=lim— 
хэ0 x x cosx 
sinx cosx ,. 1 1 
=lim— .lim -lim = 一 
290 x охо x zə0çosx 2 


或 者 ， 因 为 当 x -一 0 时 ，sinx~x， 1-cosx~ 122, 所 以 


2, х.х 
limsinxQd < 2 = 
2 x'cosx z0x cosx 2 
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但 下 面 的 解法 是 错误 的 : 





就 是 说 无 穷 小 的 等 价 代 换 只 能 代 换 乘积 的 因子 . 








习题 1.3 
1. 求 下 列 极限 
x +5 „^1 
(2) бъ 2+1 
“° Маст 5 8-3 
2 -2х+1 с хї+2х-3 
3) т^ (4) lim, 
£ = ?-х хаза 5512 
(5) 1. 2 ) (6) lim Smx， 
хэ20х-2 x-4 x x 
ы 1 š k. РА; n 
(7) 四 os; (8) 22 $ 
2. 求 下 列 极限 
CD limsin3x ， (2) limx.sindl, 
x 4x хэ® х 
(3) limSin3x , (4) (1+ ах)" 
хэ0{ап2х хб 
ү» 1 
(5) (1+2) : (6) limd-49*; 
3o) x хэ0 
ыз 
D limsin © -Р, (8) 器 [2 
= x -1 хә=\х—2 
3. 证 明 当 x 一 0 时 ，er -1 与 x 是 等 价 无 穷 小 . 
4. 利用 等 价 无 穷 小 代 换 计 算 下 列 极限 
(1) lim arctan2x , Qy lm UD 
x>0 SinSx хэ0 sin2x 
14 函数 的 连续 性 


1.4.1 函数 的 连续 性 概念 


x 


在 现实 生活 中 有 许多 的 量 都 是 连续 变化 的 ， 例 如 气温 变化 ， 植 物 的 生长 ， 物 体 的 运动 
路 程 等 ， 这 些 现象 反映 到 数学 上 ， 就 是 所 谓 的 函数 的 连续 性 . 


首先 引入 增 量 的 概念 . 
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Ж РАЖ у = f(x) 在 点 如 的 某 邻 域内 有 定义 , 当 自 变量 x H x, ( 称 为 初 值 ) 变化 到 六 (Ж 
为 终 值 ) 时， 终 值 与 初 值 之 差 -% 称 为 自 变量 的 增 量 (或 改变 量 )， 记 为 Ax = 一. 

相应 地 ， 函 数 的 终 值 f(x) 53108 f(x) ZE f(x) – Ло) = (хо + Ax) = f(x) 称 为 函 
数 的 增 量 或 改变 量 )， 记 为 Ay = f(xo + Ax) — (ха). 

几何 上 , 函数 的 增 量 表示 当 自 变量 从 z 变 到 xz + Ax 时 ,曲线 上 对 应 点 的 纵 坐 标的 增 量 
(图 1.7). 

函数 在 某 点 x 处 连续 ， 在 几何 上 表示 为 函数 图 形 在 x 处 附近 为 一 条 连续 不 断 的 曲线 ; 
从 图 1.7 可 以 看 出 ， 其 特点 是 当 自 变量 的 增 量 Ax 趋 于 零 时 ， 函 数 的 增 量 лу 也 趋 于 零 . 











定义 1 设 函 数 y= /f(x) 在 点 部 的 某 邻 域内 有 定义 ， 当 自 变量 x 在 点 名 处 有 增 量 Ax 

时 ， 相 应 地 函数 有 增 量 
Ay = f(x% + Ax) — f (x0) 
如 果 当 自 变量 的 增 量 Ах 趋 于 零 时， 函数 的 增 量 Ay 也 趋 于 零 ， 即 
у= уе Лео 

则 称 函数 y= f(x) EA „АЗЕ, хо В /(x) 的 连续 点 . 

定义 1 中 ， 若 记 x=z+Ar， 则 Ay = /(х)- roo)， 且 当 Ar_>0 时 ， хохо, WEN 
1 又 可 叙述 为 

定义 2 设 函 数 y= f(x) 在 及 的 某 邻 域内 有 定义 ， хэ хо, ВЖ f(x) 的 极限 
存在 ， 且 等 于 函数 在 如 处 的 函数 值 f(x), Bl 

Jim о) = f)» 

则 称 函数 y= f(x) 在 点 处 连续 . 

ШЖ у = f(x) EFKE (а,Ь) 内 每 一 点 都 连续 ， 则 称 函数 f(x) ЖЕ (a,b) 内 连续 . 


车 函数 f(x) 满足 tim f(x) = /(), 则 称 函 数 f(x) 在 点 及 处 左 连续 ， 若 函数 f(x) 满 


是 lim ЛО) = f)» 则 称 函 数 f(x) 在 点 如 处 右 连续 ， 如 果 函 数 f(x) 在 (a,b) 内 连续 ， 且 


在 左 端点 “处 右 连续 ， 在 右 端点 5 处 左 连续 ， 则 称 函 数 f(x) EARE [a,b] 上 连续 . 
由 上 述 定义 可 以 得 出 下 面 结论 : 
D 着 函数 f(x) 在 点 加 处 连续 ， 则 函数 f(x) 在 点 处 的 极限 一 定 存在 ; 反之 ， 若 函 
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Ж f G) 在 点 如 处 的 极限 存在 ， 则 函数 f(x) 在 点 如 处 不 一 定 连续 - 
(2) 车 函数 f(x) 在 点 处 连续 ， Ж lim ЈО) а, ЯЖ fo) 即 可 . 
(3) 当 函 数 f(x) 在 点 处 连续 时 ， 有 
Jim ЈО) = fGa)= f(lim x) 
这 个 等 式 的 成 立意 味 着 在 函数 连续 的 前 提 下 ， 极 限 的 符号 和 函数 符号 可 以 互相 交换 ， 


这 一 结论 给 求 极限 带 来 许多 方便 . 
例 1 Ж 20529. 


хэ0 х 





1 
解 因为 lm(1+x)* =e， 且 y=iInu 在 w=e 连 续 ， 则 


lim 
x+0 


In(1+ x) 
x 


1 
=limiln(1 + x)” 
=) 
š: 
=Inllim(l+x)*]=Ine=1 


142 函数 的 间断 点 及 其 分 类 


如 果 函 数 f(x) 在 点 如 处 不 连续 ， 则 称 点 为 函数 f(x) 的 间断 点 . 

根据 函数 y= f(x) 在 点 xo 处 连续 的 定义 可 知 ， 如 果 函 数 y= f(x) 在 点 加 处 有 下 列 三 种 
情况 之 一 ， 则 点 交 为 函数 f(x) 的 一 个 间断 点 . 

A) f) х, ARAE: 

(2) lim f(x) 不 存在 ; 

(3) lim ЈО) 存在 ， fE lim Л) f). 

WR xo ERRA f(x) 的 间断 点 ， 并 且 函 数 f(x) 在 点 名 处 的 左 、 右 极限 存在 ， ЮКА ху 
是 函数 f(x) 的 第 一 类 间断 点 ， 若 函数 f(x) 在 点 % 处 的 左 、 右 极限 至 少 有 一 个 不 存在 ， 则 
称 点 zo 为 函数 f(x) 的 第 二 类 间断 点 . 

下 面 通 过 例子 说 明 间断 点 的 类 型 


例 2 | хер 由 于 函数 在 x=1 处 左右 极限 存在 但 不 相等 ， 


l+ x Ра 
所 以 函数 在 x=1 处 间断 ， 事 实 上 有 
lim f(x) = lim x =1, lim /(х)= lim (1+ Vx)=2, 
函数 /(x) 在 点 ao =1 处 的 左 、 右 极限 存在 但 不 相等 ， 点 % =1 是 у(х) 的 第 一 类 间断 
点 . 如 图 1.8 Ca). 


好 -1 1 
з 考察 函数 /(x)=| L 
3 | 
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2 
解 AX lim (а) = 21-2, 1770) =3, 
函数 f(x) 在 该 点 处 的 极限 存在 但 不 等 于 该 点 处 的 函数 值 , 所 以 函数 在 x=1 处 间断 , 如 
果 改 变 定义 ， 令 x=1 时 ，/(1) =2 ， 则 所 构造 的 新 的 函数 在 x=1 处 成 为 连续 函数 . 
一 般 地 , 如 果 函 数 f(x) 在 六 处 极限 存在 , 但 不 等 于 函数 在 该 点 的 函数 值 (图 1.8 (b)); 
或 者 函数 f(x) 在 如 处 极限 存在 ， 但 函数 在 该 点 处 没有 定义 (图 1.8 (c))， 设 lim CO=4， 


可 以 通过 改变 或 补充 定义 ， 使 函数 在 点 处 的 函数 值 等 于 4 ， 即 构造 一 个 新 的 函数 
|” ‚х#ху 
Ф(х) = 
А х= ху 


R PERAE, хо ЯК ГО) 的 可 去 间断 点 ， 可 去 间断 点 是 第 一 类 间断 点 . 


У y 
270) А 
g IF Pa 
1 
лә = 1 
A $ ! 
' 
o x о х о х 

‹а) (b) (c) 


图 1.8 
例 4 AREMO. 该 函数 在 *= -1 处 没有 定义 ， 所 以 函数 在 x= -1 处 间断 ， 
又 因为 lim — = (图 1.9)， 极 限 不 存在 ， 趋 于 无 穷 ， 所 以 x=-1 是 函数 f(x) =— t 
x 


хә-1х 


第 二 类 间断 点 . 





143 ”初等 函数 的 连续 性 


由 函数 在 某 点 连续 的 定义 以 及 极限 的 四 则 运算 法 则 ， 可 得 如 下 定理 1, 
定理 1 连续 函数 的 四 则 运算 )” 设 /(x) 、 8(x) 均 在 点 交点 处 连续 ， 则 f(x) + а(х), 
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SO gG), m (еба) 20) 也 在 加 点 处 连续 . 


(х) 
此 定理 表明 ， 连 续 函 数 的 和 、 差 、 积 、 商 〈 分 母 不 为 零 ) 仍 是 连续 函数 . 
定理 2 〈 反 函数 的 连续 性 ) ”连续 函数 的 反 函 数 在 其 对 应 区 间 上 也 是 连续 函数 . 
由 定理 1， 定 理 2 容易 证 明 : 基本 初等 函数 在 其 定义 域内 连续 . 
定理 3 (复合 函数 的 连续 性 ) ” 设 函数 4 = (х) 在 点 % 处 连续 ， 且 w= g(xo); 又 函数 
у= f(u) 在 wu。 处 连续 ， 则 复合 函数 y= Тох) Е х, ОЕ, Вр 


lim JIp(Ol= flo) 


此 定理 表明 ， 由 连续 函数 复合 而 成 的 复合 函数 仍 是 连续 函数 . 
由 以 上 三 个 定理 可 知 ， 一 切 初等 函数 在 其 有 定义 的 区 间 内 是 连续 的 . 


144 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


闭 区间 上 连续 函数 具有 一 些 重要 性 质 ， 这 些 性 质 在 理论 和 实践 上 都 有 着 广泛 的 应 用 ， 
它们 的 几何 意义 都 很 直观 ， 容 易 理解. 

定理 4〈 最 值 定理 ) ”如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [o, 恕 上 连续 ， 则 它 在 这 个 区 间 上 一 定 有 
最 大 值 和 最 小 值 . 

这 个 定理 说 明 ， 如 果 函 数 f(x) 在 闵 区间 内 [a, 妇 上 连续 ， 那 么 在 [w, 如 上 至 少 存在 一 点 
ху РЕЖ хе[а,6], Я Л) < f(x); 也 至 少 存在 一 点 x, ， 对 于 任意 xe[abj Ж 
оъ) > /(х) (图 1.10)。，f(%) 与 /(x,) 分 别称 为 函数 Ох) 在 [a,b] 上 的 最 小 值 和 最 大 值 . 














oa EJ EJ 


图 1.10 


注意 ， 对 于 在 开 区 间 连 续 的 函数 或 在 闭 区 间 上 有 间断 点 的 函数 ， 结 论 不 一 定 正 确 .如 
函数 y=x 在 (-1,1) 内 没有 最 大 值 ， 只 有 最 小 值 ， 又 如 函数 


х+1 ‚› —1<х<0 
f(x)=10 ‚ x=0 


х-1 ‚ б<х<1 


EAKA] 上 有 间断 点 x= 0 ， 它 在 此 区 间 上 没有 最 大 值 和 最 小 值 . 
定理 5〈 介 值 定理 ) ” 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 ， 且 f(a)z fb), CHAF 
f(a) 与 /(b) 之 间 的 任 一 实数 ， 则 至 少 存在 一 点 &e (а,Ь), 使 得 f(&)=C. 
定理 5 的 几何 意义 是 : 连续 曲线 y= у(х) 与 水 平 直线 y=C 至 少 有 一 个 交点 СЩ 1.11). 
在 介 值 定理 中 ， 如 果 7(a) 与 /(b) 异 号 ， 并 取 C= 0 ， 即 可 得 如 下 推论 ; 
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推论 ”如果 О) [а,Ь] 上 连续 ， 且 f(a)-f(b)<0， 则 至 少 存在 一 点 &e (a,b) ， 使 得 
/®=0 (图 1.12). 





图 1.12 


推论 表明 ,对 于 方程 f(x) = 0， 若 f(x) 满足 推论 中 的 条 件 , WIRE (a,b) 内 至 少 存在 
一 个 根 &， 习 又 称 为 函数 SO 的 零点 ， 此 时 推论 又 称 为 零点 定理 或 根 的 存在 性 定理 . 
例 5 证 明 三 次 代数 方程 3 一 4x*+1=0 在 区 间 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 
证 设 /(x)= 台 -4x?+1， 因 为 f(x) 在 区 间 [0,1] 上 连续 ， 且 
70) =1>0, 70) =-2<0 


由 介 值 定理 知 ， 在 (0,]) 内 至 少 有 一 点 &， 使 得 /(5)= 0 MHR - 42 +1= 0 在 区 间 
《0.0 内 至 少 有 一 个 实 根 . 


习题 1.4 


1， 求 下 列 函 数 的 间断 点 ， 并 确定 其 所 属 类 型 .如果 是 可 去 间断 点 ， 试 补充 或 改变 函 
数 定义 使 函数 在 该 点 连续 . 














(1) у= А буу, 
(х+2)? х2 -3х+2 
G) y=—, (4) ?= 二 ssx 
sinx х 
0 ‚ х<1 ашу ‚ х<0 
(5) y=l]2x+1 ‚1є<х<2+ (6) у= КЕТ 
1+? ‚2<х = хб 
Зх? +2х? +х ^0 
2. RSO] sinz  “，”” ， 问 函数 /Go 在 zx=0 点 处 是 否 连续 ? 
0 ‚х=0 
3. 在 下 列 函 数 中 ，a 取 何 值 时 函数 连续 ? 


x? -16 


а) ro- aa АДЫЛ (2) лое 本 


е 
> , x=4 a+x , x>0 
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4. 证 明 方程 x —- 4х? +1=0 至 少 有 一 个 小 于 1 的 正 根 . 


本 章 小 结 
1， 函 数 的 两 要 素 
函数 的 定义 域 和 对 应 法 则 称 为 函数 的 两 要 素 ， 要 判断 两 个 函数 是 否 相同 ， 就 是 要 看 这 
两 要 素 是 否 相同 . 
2. 函数 的 定义 域 


函数 的 定义 域 是 指使 函数 有 意义 的 全 体 自 变量 构成 的 集合 ， 求 函数 的 定义 域 要 考虑 下 
列 几 个 方面 

(1) 分 式 的 分 母 不 能 为 零 ; 

(2) 偶 次 根 式 下 不 能 为 负 值 ; 

(3) 负数 和 零 没 有 对 数 ; 

(4) 反 三 角 函 数 要 考虑 主 值 区 间 ; 

(5) 代数 和 的 情况 下 取 各 式 定义 域 的 交集 . 

3. 复合 函数 

D 构成 复合 函数 y= fTp(x)] 要 求 外 函数 y= fu) 的 定义 域 与 内 函数 wx = p(x) 的 值 域 
的 交集 非 空 ， 即 Dr NZ, +ф. 

0) 复合 函数 的 复合 过 程 有 两 层 意 义 ; 一 是 将 简单 函数 用 “代入 ”的 方法 构成 复合 
函数 ， 二 是 能 将 复合 函数 分 解 成 基本 初等 函数 或 由 其 和 、 差 、 积 、 商 构成 的 简单 函数 . 

4. 五 类 基本 初等 函数 及 其 性 质 . 

5. 成 本 函数 、 收 益 函数 、 利 润 函 数 等 经 济 类 函数 及 其 相互 关系 . 

6. 掌握 下 列 求 极限 的 几 种 方法 : 

(1) 利用 极限 的 四 则 运算 法 则 求 极限 ; 

D 利用 无 穷 小 与 有 界 变量 的 乘积 仍 是 无 穷 小 求 极限 ; 

(3) 利用 两 个 重要 极限 求 极限 ; 
要 理解 下 面 这 两 个 公式 的 真正 含义 


09-1, iml" =e, 

式 中 的 口 和 A 分 别 代表 某 一 过 程 中 的 变量 ， 

(4) 利用 无 穷 小 与 无 穷 大 的 倒数 关系 求 极 限 ; 

(5) 利用 函数 的 连续 性 求 极限 ; 

(6) 利用 两 个 多 项 式 商 的 极限 公式 求 极限 ; 

(7) 利用 有 理 式 分 解 后 消 掉 零 因子 求 极限 . 

7. 函数 的 连续 性 . 

函数 连续 性 这 部 分 主要 应 掌握 函数 在 点 x 连续 的 判别 方法 , 掌握 函数 在 点 EERME 
点 如 极限 存在 的 关系 ， 会 判别 间断 点 的 类 型 . 
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复习 题 1 


1. 已 知 f(x)=ax+b， 且 f(0)=-2，f(3)=5, Rab. 
2. BA f(x) 的 定义 域 为 [-1,2)， 求 y= f(x — 2) 的 定义 域 . 
3. 判断 下 列 函 数 的 奇偶 性 








a) /WE (2) у(х) шх Ir). 
4。 求 下 列 函数 的 反 函 数 
O — ， (2) y=1-lg(x+2). 
== 
5. 复合 函数 y= sin2 (2x + 5) 是 由 哪些 简单 函数 复合 而 成 的 ? 
6， 求 下 列 极限 : 
2 
Сї) mm tn (2) im, 
хәб sinx x=] + cos? х 
tanx ，VI+2r-3 
М ї : 4) lim 一 一 一 一 . 
МЕЕ Ест оюсу; 
7. 证 明 当 x-0 时 ，er -1~x， 并 利用 此 结果 求 i ESEL, 
ie 


хуу 


ыз #0 
8. ВЖ f(x) =1x 在 x=0 处 连续 ， 求 o 值 . 


a ‚х=0 


9， 设 甲 车 间 生 产 某 产 品 2000 箱 ， 每 箱 定价 为 280 元 ， 销 售 量 在 900 箱 以 内 按 原价 销 
售 ,超过 900 箱 的 部 分 在 原价 的 基础 上 打 八 折 销 售 ， 试 建立 销售 总 收入 R 与 销售 量 Q 之 间 
的 函数 关系 式 . 


自 测 题 1 


1. 填空 是 
2 
《CD 函数 y= EE фаза 


(2) 函数 >= er -1 的 反 函 数 是 


(3) # im Sin Ë 
x>0 2х 





=2， 则 k= 


š «1 
(4) іт x.sin 一 = 
хэ х 





O RRRS, WoON рш, 


2 
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2 
(6) ау) = 2 =, ПЕРИ 
2. 选择 题 
(1) 函数 >=1+sinx 是 ( ) 


A) 无 界 函 数 B) 单调 减少 函数 
(2) 下 列 极限 存在 的 是 ( ) 


4 

1 

A) lim 3-* В) lim 2x +*+1 
2 


C) 单调 增加 函数 


jü 
xm3x4 一 X+2 е ка 
1 
(3) Efe, WAE ). 
A) 有 定义 B) 极限 存在 C) 左 极限 存在 
(4) 当 x 一 0 时 ，( ) 与 x 不 是 等 价 无 穷 小 . 
А) In(l+x) B) VI+x-Vi-r C) tanx 
3. 计算 题 
A) B fG)=x2-2x+1, 求 1(2),f(x+1); 
(2) 求 lim (1-1. 
=e x 
(3) R lim = +3х+ 
Ту ‚х<0 
х 
(4) ® у(х) =} ，x=0 在 x=0 点 处 连续 ， 求 的 值 . 


Д 
x'sin 一 +1 , x>0 
x 


4. 应 用 题 
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时 ， Ло) 为 无 穷 大 . 


D) 有 界 函 数 


D) lim cosx 


хәз 


D) 右 极限 存在 


D) sinx 


某 企 业 生产 一 种 产品 ， 固 定 成 本 为 12000 元 ， 每 单位 产品 的 可 变 成 本 为 10 元 ， 每 单 


位 产品 的 单价 为 30 70, Ж 


(1) 总 成 本 函数 ; (2) 总 收益 函数 ; 


(3) 总 利润 函数 . 


第 2 章 导数 与 微分 


本 章 学 习 目标 


理解 导数 和 微分 的 概念 及 其 几何 意义 

热 练 掌握 导数 的 四 则 运算 法 则 和 基本 求 导 公式 
热 练 掌握 复合 函数 、 隐 函数 的 求 导 方法 

了 解 高 阶 导数 的 概念 ， 掌 握 二 阶 导 数 的 求法 

了 解 可 导 、 可 微 与 连续 之 间 的 关系 
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211 引出 导数 概念 的 实例 


例 1 平面 曲线 的 切线 斜率 . 

曲线 的 图 像 如 图 2.1 所 示 , 现 在 我 们 来 讨论 它 的 切线 问题 .在 曲线 上 任 取 两 点 ,Meno， 
Nat Ax ，yot Ду), PERIE MN. ЗЕ М 沿 着 曲线 趋向 M, WÈ MN 的 极限 位 置 MT 就 称 为 
曲线 ?= ЛО) EA MER. WNR МУ ВЖ 
Лоо +) S), 


kyn =tang= 
MN рчы Ах 





图 2.1 


这 里 w 为 割 线 MN 的 倾角 ， 设 9 是 切线 MT 的 倾角 ， 当 Ax —0 时 ， 点 X 沿 曲线 趋 于 点 


M， 若 上 式 的 极限 存在 ， 记 为 tk， 则 此 极限 值 上 就 是 所 求 的 切线 MT 的 斜率 ， 即 
k=tan0= lim tang 
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Ду _ = lim /C+ S) 


Si, Ах T aao 


例 2 产品 总 成 本 的 变化 率 
设 某 产品 的 总 成 本 С 是 产量 Q 的 函数 ， 即 C = C(O) ， 当 产量 由 @ 变 到 Cu + AQ 时 ， 
总 成 本 相应 的 改变 量 为 AC = С(О, + ЛО) – C(Qu) ， 当 产量 由 包 变 到 Cu +AQ 时 ， 总 成 本 的 


平均 变化 率 为 





AC _ C(O + AQ)- C(O) 
AQ AQ 
当 AO 趋向 于 零 时 ， 如 果 极限 
АС lim CQ +20) -C(O,) 
AOAO 0-0 AQ 
存在 ， 称 此 极限 是 产量 为 Oo 时 总 成 本 的 变化 率 。 
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1. 导数 的 概念 

ЖХ Айй у= f(x) 在 点 wo 的 菜 令 域内 有 定义 ， 当 自 变 量 x 在 点 xo 处 取得 增 量 Ax 
OA xot Ar 也 在 该 邻 域内 ) 时 , 相应 地 函数 y 取得 增 量 Ay =f (xot Ax)=f (xo), 如 果 当 Ax — 0 
时 ， 极 限 
im 00 хм So) QD 


lim 2 2- 
Ax—0 Ax Ва. 


FE, WER y= f(x) 在 点 xo 处 可 导 ， звану 了 (x) 在 点 xo 处 的 导数 ， 


RE S'o), REA 
% СА 
га 


ус lim J Go + Ax)— f(xo) 
f= Jim 9-2, 


即 


如 果 极限 2.1.1) 不 存在 ， 则 称 函 数 = f(x) 在 点 an 处 不 可 导 . 
车 记 x=xot Ax ， 由 于 当 Ar —0 时， 有 x 一 xo， 所 以 导数 (xo) 的 定义 也 可 表 为 
усу = ша LOL , 
z>% х-җ 
由 于 引入 了 导数 的 概念 ， 曲 线 = f(x) 在 点 (xo, f(xo)) 处 的 切线 斜率 是 函数 y= f(x) 在 
点 0 处 的 导数 ， 即 
k=tang= /'(х,). 
2， 左 、 右 导数 
既然 导数 是 增 量 比 TZ 当 Ar —0 时 的 极限 ， 那 么 下 面 两 个 极限 
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lim Y _ lim JG + Ax) — f) 





эб Ах А07 Ах 
im D2 im 08 + Àx) — GQ) 
Аэ" Ах Ax Ах 


分 别 叫 做 函数 y= f(x) EA хо ОА ТА ФЕ, DARA (хо) ü (х). 


由 上 一 章 关 于 左 、 右 极限 的 性 质 可 知 下 面 的 定理 . 
定理 1 函数 y= f(x) 在 点 各 可 导 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 在 点 xo 的 左 、 右 导数 都 存在 


并 且 相 等 . 
车 函数 y= f(x) 在 开 区 间 (а,Ь) 内 每 一 点 都 可 导 ， 则 称 f(x) 在 区 间 (а,Ь) 内 可 导 . 此 
时 ， 对 于 每 一 个 xe (a,b)， 都 对 应 着 (x) 的 一 个 确定 的 导数 值 /'(x) ， 从 而 构成 了 一 个 新 
的 函数 ， 称 为 函数 fO) 的 导 函 数 ， 记 作 
у. ЖЖ. 
即 


"ху lim f + Ax) — f(x) 
TO 


显然 ， 函 数 y= О) 在 点 吉 处 的 导数 ЧО) 就 是 导 函 数 О) 在 点 xo 处 的 函数 值 ， 即 
LS Oen - 

通常 在 不 致 发生 混淆 的 情况 下 ， 导 函数 也 简称 为 导数 . 

2.1.3 导数 的 几何 意义 


由 前 面 的 讨论 可 知 , 函数 /(х) 在 点 各 处 的 导数 六"(xo) 在 几何 上 就 是 曲线 y= у(х) 在 点 

(xo, 了 (xo)) 处 的 切线 的 斜率 ， 即 
Уа) = lim ДУ =limtang=tn0=k. 

过 曲线 上 一 点 且 垂直 于 该 点 处 切线 的 直线 ， 称 为 曲线 在 该 点 处 的 法 线 . 

根据 导数 的 几何 意义 ,如果 函数 = f(x) 在 点 za 处 可 导 ， 则 曲线 y= f(x) 在 点 (xo, / (хо)) 
处 的 切线 、 法 线 方程 分 别 为 

У-у = (о) — xe) 
及 


уљу) (б) #0) 
Ж /oo) = ， 则 切线 垂直 于 x 轴 ， 切线 的 方程 就 是 x ЗЕ х = ху. 
根据 导数 的 定义 ， 求 函数 y= f(x) 的 导数 ， 一 般 分 为 以 下 三 个 步骤 
A) RME Ay = f(x+Ax)- f(x); 


Ду /(к+Ах)-/(). 
D инан Gran ЛО), 
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PS 27. 
G) 取 极限 y = 
йз 求 函数 y=x? 的 导数 . 
解 (1) 求 增 量 Ay= f(x+Ax)- f(x) =(x+ Ах)? -x 
=2xAx + (Ax)? 
D нй Borta 


(3) 取 极 限 y'= lim А0 = ї(2х+4х)=2х 
即 (х2) =2х 
同 理 可 得 (х") = пх" (n JEWO 
特别 地 ， 当 n=1 时 ，(x)'=1. 
一 般 地 ， 当 指数 为 任意 实数 j 时 ， 可 以 证 明 
(х^ = px. 


йш, RAM у= ух 的 导数 ， 
уеду аа 
y= =z =E 
Xin, жайу= 1 Sm, 
у= 767) s-h. 


х 
014 Ж у= r EA (2,8) 处 的 切线 与 法 线 方程. 
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解 因 交 =3x* ， 由 导数 几何 意义 ， 曲 线 y= 妆 在 点 (2,8) 的 切线 与 法 线 的 斜率 分 别 为 


-= 川 .=Gz = lh 
h = y|. =G), =12, k= ЛЫ? 


12 

于 是 所 求 的 切线 方程 为 

у-8=12(х-2), 
即 

12х-у-16=0. 
法 线 方程 为 

1 
ys 

即 


х+12у-98=0. 
214 ”可 导 与 连续 的 关系 
定理 2 у= f(x) 在 点 加 处 可 导 ， 则 /(х) 在 点 如 处 连续 . 
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证 因为 f(x) нх, ТФ, ВИТ 
Го) = lim Z, 
根据 函数 极限 与 无 穷 小 间 的 关系 ， 可 得 
多 -f+ , 


其 中 a 是 当 Ax — 0 时 的 无 穷 小 .两 端 乘 以 Ax ， 得 
Ay=f "(x0)Ax+a:Ar, 





由 此 可 见 
Jim Ay = dim [/'б)Ах+а.Ах]=0 b 
ШЖ у= f(x) EA ‚ЖӨЕ. 


上 述 定理 的 逆 命 题 不 一 定 成 立 ， 即 在 某 点 连续 的 函数 ， 在 该 点 未 必 可 导 . 
例 5 证 明 函数 》=|x| 在 x= 0 处 连续 但 不 可 导 ( 如 图 2.2). 


y 
Ix! 
о x 
图 2.2 
证 因为 
Ay = f(0+Ax)- f(0)=|0+Ax|-|0|=]Ax] > 
所 以 lim Ду = lim |Ax|=0. 
А0 Ax—0 


即 y=|x| 在 x=0 处 连续 . 但 是 
m8 ЈА 
бе e се УТЛЫ 


当 Ar>0 时 ，y= f(x) 在 x=0 的 右 导数 为 
а А a 
FOS лт, 
当 Ax<0 时 ，y= f(x) 在 x=0 的 左 导数 为 
f'(0)= lim 一 = lim -一 =-1. 
Axo 
即 函数 y=|x| 在 x=0 处 的 左 、 右 导数 不 相等 ， 从 而 在 x=0 不 可 导 ， 由 此 可 见 ， 函数 
在 某 点 连续 是 函数 在 该 点 可 导 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 . 
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习题 2.1 
1. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 导数 : 
(1) y=cosx, x=: (2) y=Inx, x=5. 
2. 求 下 列 函数 的 导数 : үт 
2 эт 
(1) y=logyx: (2) ез А 
(з) у= 2, (4) у=созх. 


3. 判断 下 列 命题 是 否 正确 ? 为 什么 ? 

(1) 3 f(x) 在 如 处 可 导 ， 则 f(x) 在 关 处 必 连 续 ; 

(2) 3 f(x) 在 如 处 连续 ， 则 f(x) 在 % 处 必 可 导 : 
(3) ЖО) 在 六 处 不 连续 ， 则 f(x) Ех АКА, 
(4) 车 f(x) 在 部 处 不 可 导 ， 则 f(x) 在 处 必 不 连续 . 


а. RHR y= 上 在 点 (1) 009802 Sut. 


2 
x YS =G BS? 


ax+b ‚х>ху 


5. Pla, b 取 何 值 时 ， зман o= 


22 ”导数 的 运算 


221 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 求 导 法 则 


定理 1 设 函 数 x(z) 与 vx) 在 点 x 处 均 可 导 ， 则 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 〈 当 分 母 不 为 
零 时 ) 在 点 x 处 也 可 导 ， 且 有 以 下 法 则 : 
(1) [u(x) +у(х)] = и'(х) +v(x) : 
(2) [u(x)v(x)] = и'(х)у(х) +u(x)v'(x) ， 
特别 地 ， 若 v(x) = C(C 为 常数 ) MJ (Cu) = Си": 


(3) ЕЯ 四 OO 


у(х) КЕЛИ 
特别 地 ， 如 果 u(x) =1， 则 可 得 公式 
| 
5] БОР ешш 


注意 AU (1), D 均 可 推广 到 有 限 多 个 可 导 函 数 的 情形 ， 
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例如 ， 设 w=u(x)，v=v(x)，w= w(x) 在 点 x 处 均 可 导 ， 则 
(utviw) =u tv +w. 
(uvwy = [(uv)w]' = (uv) + (uy)w' = (иу + uv')w +uvw' 
=u'vw+uv'w+uvw' . 
例 1 ysr -e +sinx+in3, Жу. 
Ж y'= -e +sinx+In3) 
= (02) — (e*) + (sin x) + (In3)' 
=3x?2—e"+cosx. 
例 2 #у=5/х2^, Жу. 
解 y = (SVX) = 5(Уху2* +5/x@*y 
5:27 
> 
例 3 求 y=tanx 的 导数 . 


Ж y=(tanx) | = (sin x) cos x — sin x(cosx) 


+5/х2^1п2. 








cosx cos? x 
cos’ x+sin2x 1 2 
== = = sex 
cos? x cos? x 
即 (ап х) =sec2 х. 


用 类 似 地 方法 ， 可 得 (со: х) = -csc2x . 
例 4 求 ?=secx 的 导数 . 


解 y=Gesy=[—) = Sinx 


cosx) cos? х 





1 
= 一 一 'tanx=secx'tanx . 
cosx 
Вр (ѕесх)' =secx-tanx. 


用 类 似 地 方法 ， 可 得 (свсх) = -cscx.cotx . 
222 ”基本 初等 函数 的 导数 


前 面 我 们 已 经 给 出 了 所 有 基本 初等 函数 的 导数 ， 建 立 了 函数 的 四 则 运算 的 求 导 法 则 、 
复合 函数 的 求 导 法 则 以 及 反 函 数 的 求 导 法 则 ， 这 就 解决 了 初等 函数 的 求 导 问题 . 现 将 基本 
导数 公式 汇 成 下 表 . 

基本 导数 公式 表 

1.(C)=0 (СЖЖ); 

2. (х“у=их! (u Ж): 


1 
3. (op) = ss 





要 热 练 掌握 函数 的 四 则 运算 求 导 法 则 与 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 
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(Inx) = £ : 

x 
(а^) =а*па: 
(е) =е"; 
(sin х) = соѕх ; 
(cosx) = –ѕіпх ; 





(ап х) = sec? х= m | 
Cos x 
1 


. (cotx) =-csc2x=-— + 
sin? x 





+ (secx) =secxtanx; 
© (cscx) = –сѕсхсоїх ; 





. (arcsinx) = xi 





. (arccosx)' = 一 


P 1 
‚ (arctan x) = 一 一 : 
) 1+ 2 
1 А 
+e 





Д Geeta = 


. (sinhx) = соѕһ х; 
‚ (соѕһ х)! = ѕіпһ x. 


这 是 微 积分 计算 的 基础 . 


例 


解 у'=[(2х° +зїпх)?] =3(2x? +sinz)2(2x2 +sin x) 


例 
解 


5 у= (2х? +зіпх)?, Жу х. 
2 


=3(2х? + sin x)? (4х + cos x) 


2 
y|: =[3(2x? +sinz)2(4z+cosz] , = óa +D? A 
3 =s 


6 #у=(1+х?у', Жу. 
方法 一 


函数 》 可 以 写成 ?=(L+x)F = era, рид 


у 


э [erra 中 


= “Фу. nd х2) 





=”) [ma +х2)+ 
1+ 


= (+ )] 


以 此 求 初等 函数 的 导 
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2 
saser [mass 2x а 
1+х 


TET 

HARY = (+ 2)" RARER ШШ 
Iny=x-In(1+x2). 

两 边 对 x 求 导 ， 注 意 左 端的 y 是 x 的 函数 ， 由 链 导 法 ， 有 


2 
pasmi. 


+x 
2x? 
1+? |` 
此 例 中 的 函数 称 为 军 指 函数 ， 其 一 般 形式 为 y=[/(x)]?" , (f(x) > 0) ， 求 宕 指 函数 的 


导数 ， 可 选用 此 例 中 介绍 的 两 种 方法 中 的 任 一 种 ， 方 法 二 称 为 对 数 求 导 法 ， 这 个 方法 除 适 
用 赛 指 函数 外 ， 还 适用 于 多 个 因 式 连 乘 的 函数 . 
例 7 # у=? +13х-4у(х-—1), жу. 
解 将 函数 取 自 然 对 数 ， 得 
тууш? +1у+-тх-4)+ущх-1), 


两 边 对 x 求 导 ， 得 


x 
liy 








工 w=Ind+zx2)+ 
y 





因此 yasr nr) 


| x 3 1 
一 也 = 一 一 二 十 , 
y x +1 2G3x-4) 2(х-1) 











所 以 








сата 3 =l ). 
a 


+1 2(3x-4) 2(х-1) 
223 复合 函数 的 导数 


定理 2 Ши = ох) 在 x 处 可 导 , 而 函数 y= fa) 在 对 应 的 w 处 可 导 , 那么 复合 
函数 y= flp(x)] 在 x 处 可 导 ， 且 有 


i 


证 给 自 变量 x 一 个 增 量 Ax ,相应 地 函数 4=g(x) 与 y= fü) 的 改变 量 为 Au 和 Ay . 根 
据 函 数 极限 与 无 穷 小 的 关系 定理 ， 由 y= fü) 可 导 ， 有 
= ЖАНИ 
Au du 
ЖР а EX Au — 0 时 的 无 穷 小 上 式 两 边 同 乘 Au 得 


dy 
Ay =—- Au +a -Au , 
\у ү и 
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于 是 V-D A. An. 


Ax du Ax Ax 
因为 函数 w= ф(х) Е х 处 可 导 ， 所 以 x= ф(х) fF x 处 连续 ， 


当 Ar 一 0 时 ，Au 下 0， 因 此 lim a = lim a=0， 从 而 有 
Ах-э0 Au 一 0 
фр Г Au, А] фу du 
Е АЕС =] du &` 
上 式 表明 ， 求 复合 函数 y = /fp(xz] 对 x 的 导数 时 ， 可 先 分 别 求 出 7 = /(и) u 的 导数 
Жйи = ф(х) 对 x 的 导数 ， 然 后 相 乘 即 可 . 
以 上 法 则 还 可 记 为 у; =y 或 {A0} = 0) Ф). 
对 于 多 次 复合 的 函数 ， 其 求 导 公 式 类 似 ， 这 种 复合 函数 的 求 导 法 则 也 称 为 链 导 法 . 
例 8 #8 у=ѕіп(1-+ х2). 
解 y=sin(1+x?) 可 看 作 是 由 y=sinu，u=1+x? 复合 而 成 的 ， 因 此 


у' = (вїпи), (1+ x°), 





= соѕи:2х = 2хсоз(1+х?). 
对 复合 函数 的 复合 过 程 熟悉 后 ， 就 不 必 再 写 中 间 变 量 ， 可 直接 按 复合 步 又 求 导 . 
例 9 ?=sininVxz+2， жу. 
1 l xcosin 2 
Ve2+2 202 +2 х? +2 


2.2.4” 反 函数 的 求 导 法 则 


前 面 已 经 给 出 一 些 基本 初等 函数 的 导数 公式 .由 于 指数 函数 与 反 三 角 函 数 分 别 是 对 数 
与 三 角 函 数 的 反 函 数 ， 为 得 到 它们 的 导数 公式 ， 下 面 利用 复合 函数 的 求 导 法 ， 推 导 一 般 函 


数 的 反 函 数 的 求 导 法 则 . 
定理 3 ”如 果 单调 连续 函数 x= p(y) 在 某 区 间 内 可 导 ， 且 yg'(y) 0， 则 它 的 反 函 数 


у= f(x) 在 对 应 的 区 间 内 可 导 ， 且 有 


解 y'=cosinyx +2. 








证 у= fa) Ж х= ф(у) 的 反 函 数 ， 故 可 将 函数 x= ф(у) 中 的 y 看 作 中 间 变 量 , 从 而 
组 成 复合 函数 
х= Ф(у) = Ф/()]. 
上 式 两 边 对 x 求 导 ， 应 用 复合 函数 的 链 导 法 ， 得 


1=ф,/; 或 1= 一 


дага). 
dy а 


因此 
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#110 求 函数 y=arcsinx 的 导数 . 
解 y=arcsinx 是 x=siny 的 反 函 数 ， 而 x=siny EKA CZD 内 单调 且 可 导 ， 且 


(їп у), =cosy #0, 
因此 在 对 应 的 区 间 (-1,1) 内 ， 有 
1 1 


1 1 
(arcsin х), = 一 一 一 = = = я 
(siny) cosy ү -sin2y Vi-x’ 

















Вр (агсѕіп х); = Э 
1-х? 
同 理 可 得 (иссовху, = -— 
1-х? 
‚__ 1 
(arctan х)' = TE 
, 1 
(arccot x)' == 。 


225 隐 函 数 和 由 参数 方程 确定 的 函数 的 导数 
前 面 讨论 的 函数 的 导数 ， 其 对 象 都 是 显 函数 的 形式 ， 即 y= f(x) .下 面 利用 前 面 介绍 
的 导数 运算 的 知识 讨论 由 方程 确定 的 隐 函 数 及 由 参数 方程 确定 的 函数 的 导数 . 


1， 隐 函数 的 导数 
УГЕ Р(х,у) = О у х ОВ у = у(х) ЖЖ Ж, 可 根据 复合 函数 的 链 


导 法 ， 直 接 由 方程 求 得 它 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 ， 下 面 举例 说 明 . 
例 11 RORE -xy te" = 0 所 确定 的 隐 务 数 的 导数 自 . 
解 因为 》 是 x 的 函数 ， 所 以 er 是 x 的 复合 函数 ， 利 用 链 导 法 ， 方 程 两 端 对 x 求 导 ， 得 
е” +У'-(2ху+х!у'у+е” =0. 
"ТОДО 


| 9.297 э г„у, 
dk e-r 





y 


例 12 #8 у=агсіап(х+2у), ж®. 


解 这 是 一 个 隐 函 数 的 导数 问题 ,两 边 对 x 求 导 ， 得 


1 
= 一 -一 一 一 一 人 下 79 
ESA ХО? 


мшу, 8 
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i 1 
Устура 
2. 参数 方程 所 确定 的 函数 的 导数 
变量 x 与 y 之 间 的 函数 关系 在 一 定 条 件 下 可 由 参数 方程 
p 
y=v() 
确定 ， 其 中 1 是 参数 ， 对 参数 方程 所 确定 的 函数 y= f(x) RF, PURE tH y IF x й 
直接 关系 ， 可 利用 参数 方程 直接 求 得 7 对 x 的 导数 . 

#х=ф(), yzy) 都 是 可 导 函 数 ， 且 x=g(1) 具有 单 值 连续 的 反 函数 :=g (x)， 则 
参数 方程 确定 的 函数 可 以 看 成 ?>=yY(1) 与 1=gp (x) 复合 而 成 的 函数 ,根据 复合 函数 和 反 函 
数 求 导 法 则 ， 有 

Ф фа D A) 
к аа а dx Фа) VD 
dt 





这 就 是 由 参数 方程 所 确定 的 函数 y= /(x) 的 求 导 公式 . 
== 

例 13 家 | ! 在 1=1 处 的 切线 方程 . 

y=t-t 

R “曲线 上 对 应 !=1 的 点 (xy) 为 (0,0) ， 上 曲线 在 1=1 处 的 切线 剑 率 为 


1-5) 94 = 二 
dl 2t |. 
于 是 所 求 的 切线 方程 为 y=-x. 

226 高 阶 导数 


如 果 函 数 f(x) 的 导 函 数 y'= Ох) ЈЕ x 的 可 导 函 数 ， 就 称 y'= /'(х) 的 导数 为 函数 
у= f(x) 的 二 阶 导数 , 记 作 








CEA) 
D 


вд Фу > 
rO саз" Ж Fx 


iy a f 
即 уо, roroa = (9) 
类 似 地 ， 这 个 定义 可 推广 到 y= /(x) 的 更 高 阶 的 导数 ， 如 阶 导数 为 

EE 

nK 
二 阶 及 一 阶 以 上 的 导数 统称 为 高 阶 导数 . 
根据 高 阶 导数 的 定义 ， 求 函数 的 高 阶 导数 就 是 将 函数 逐次 求 导 ， 因 此 ， 前 面 介 绍 的 导 

数 运算 法 则 与 导数 基本 公式 ， 仍 然 适用 于 高 阶 导数 的 计算 . 

例 14 Жу=а", Ry”. 
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解 у=а'1па, у" =а(па),---, у" =a" (ina). 
特别 地 (уе, (ее уз, (Ee. 
#115 Ж у=ѕіпх, Жу. 


w а) (хуз), 


Bp (sin х)” = (+ п 2) . 
同 理 可 得 (cosx)™ = (+ ~) Š 
习题 2.2 
1. 求 下 列 函 数 的 导数 . 
(1) y=xa +e"; (2) y=3xtanx+secx-4; 
(3) зе, (4) у= 85, 
1+ соѕг 
(5) у= (х? - x: (6) у= 28іп(3х+6); 
(7) у=соѕ? x; (8) y=In(tanx). 
2 
2. жлне. 
(1) y=xcosx; (2) у= е. 


3. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 陷 务 数 的 导数 


a) х?-у?=зху: (2) xcosy=sin(x+ у). 


23 微分 


前 面 讲 过 导数 描绘 的 是 在 点 x 处 的 变化 率 . 但 有 时 在 实际 工程 技术 中 , 我 们 还 常 遇 
到 与 导数 密切 相关 的 一 类 问题 ， 这 就 是 当 自 变量 有 一 个 微小 的 增 量 Ar 时 ， 要 计算 相应 
的 函数 的 增 量 Ay 这 类 问题 往往 是 比较 困难 的 ， 需 要 一 种 近似 计算 公式 ， 找 出 简便 的 计 
算 方法 . 
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234 微分 的 概念 
例 1 设 有 一 个 边 长 为 癌 的 正方 形 金属 片 ， 受 热 后 它 的 边 长 伸 长 了 Ax , 问 其 面积 增加 
了 多 少 ? 


R “正方形 金属 片 的 面积 4 与 边 长 x 的 函数 关系 为 4=x?* .由 图 2.3 可 以 看 出 ， 受 热 
后 ， 当 边 长 由 如 伸 长 到 x + Ax 时， 面积 4 相应 的 增 量 为 


АА = (xç + Ax)? — х} = 2хАх (Ах). 


22221 






图 2.3 


从 上 式 可 以 看 出 ，A4 分 成 两 部 分 : 第 一 部 分 是 Ar 的 线性 函数 2xoAx ， 是 当 Ax ->0 时 
与 Ax 同 阶 的 无 穷 小 ; 第 二 部 分 (Ax)* , 就 是 图 中 带 有 交叉 线 的 小 正方 形 的 面积 , 是 当 Ax — 0 
时 比 Ax 高 阶 的 无 穷 小 .这 表明 ， 当 |Ax| 很 小 时 ， 第 二 部 分 的 绝对 值 要 比 第 一 部 分 的 绝对 值 
小 得 多 ， 可 以 忽略 不 计 ， 而 只 用 一 个 简单 的 函数 ， 即 Ar 的 线性 函数 作为 A4 的 近似 值 : 

АА = 2x0Ax . (23.1) 
这 部 分 就 是 面积 A4 的 增 量 的 主要 部 分 亦 称 线性 主 部 ). 
В (о) = (О? у] <。= 2xo， 所 以 〈2.3.1) 式 可 写成 
АА = A'(xe)Ax . 





由 此 引进 函数 微分 的 概念 . 
定义 ” 设 函数 y= /(х) 在 点 加 的 菜 邻 域内 有 定义 ， 如 果 函 数 f(x) 在 点 % 处 的 增 量 
Ay = /(х, + Ax) — /(х) 可 以 表示 为 
Лу = AAx +0 (Ах), 
其 中 4 是 与 Ar 无 关 的 常数 ，o (Ax) 是 当 Ax — 0 时 比 Ах 高 阶 的 无 穷 小 ， 则 称 函数 f(x) 
在 点 思 处 可 微 ，4Ax 称 为 f(x) 在 点 处 的 微分 ， 
记 作 |... 8 |... = аах. (23.2) 


于 是 ，(2.3.1) 式 可 写成 





AA=aA|.-. 
由 上 面 的 讨论 和 微分 定义 可 知 ， 函 数 f(x) 在 点 x 处 可 微 与 可 导 是 等 价 的 ， 且 
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A= f'(x) ,因而 f(x) 在 点 如 处 的 微分 可 写成 


A|. = Галх. 
通常 把 自 变量 的 增 量 Ax 记 为 de ， 称 为 自 变量 的 微分 于 是 函数 (x) 在 点 处 的 微分 





又 可 写成 


Ф| „= оё. (23.3) 
如 果 函 数 7( 在 区 间 (а,Ь) 内 每 一 点 都 可 微 ， 则 称 该 函数 在 (o,b) 内 可 微 ， 或 称 函 数 





Ja) 是 在 (a,b) 内 的 可 微 函 数 ， 此 时 ， 函 数 f(x) 在 (a,b) 内 任意 一 点 x 处 的 微分 记 为 办 ， 


即 


dy = f'(x)dx , (2.3.4) 


上 式 两 端 同 除 以 自 变量 的 微分 dc， 得 


Фуд. 


这 就 是 说 , 函数 f(x) 的 导数 等 于 函数 的 微分 与 自 变 量 的 微分 的 商 , 因此 导数 也 称 为 微 商 . 
例 2 求 函数 y= 妆 在 x=1，Ar=0.01 时 的 改变 量 和 微分 . 
解 Ay=(x+Ax)2-x2=l10É -1° =00201, (EB x= 4, 
dy =(х?уАх =2xAx , 
于 是 Ф}. = 2ra et o =0.02. 


1 
Ax=0.01 
例 3 半径 为 > 的 圆 的 面积 s = rr? 当 半径 增 大 Ar 时 ， 求 面积 的 增 量 与 微分 . 
解 面积 的 增 量 

As=n(r + Ar)? — nr? =2nrAr + (А). 
面积 的 微分 为 ds = 51 Ағ =2nrAr. 


2.32 ”微分 的 几何 意义 


为 了 对 微分 有 直观 的 了 解 ， 下 面 我 们 来 说 明 微 分 的 几何 意义 . 
设 函数 y= f(x) 的 图 形 如 图 2.4 BUR. 过 曲线 y= f(x) 上 一 点 M(x,y) 处 作 切 线 MT, 


设 MT 的 倾角 为 a， 则 


tana= f'(x). 
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当 自 变量 x 有 增 量 Ac 时 ， 切 线 MT 的 纵 坐 标 相应 地 有 增 量 


QP=tana: Ах = f'(x)Ax = фу. 
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因此 , 微分 办 = f'(x)Ax 几何 上 表示 当 x 有 增 量 Ax 时 ,曲线 y= f(x) 在 对 应 点 M(x,y) 
处 的 切线 的 纵 坐标 的 增 量 . 用 加 近似 代替 Ay 就 是 用 点 M 处 的 切线 纵 坐 标的 增 量 QP 近似 


代替 曲线 y= /(х) 的 纵 坐 标的 增 量 ON ， 并 且 |Ay- 串 = PN . 


233 ”微分 的 运算 法 则 


函数 y= f(x) 的 微分 等 于 导数 /'(х) 乘 以 必 ， 所 以 根据 导数 公式 和 运算 法 则 ， 就 能 相 
应 的 微分 公式 和 微分 运算 法 则 . 


1， 基 本 微分 公式 表 


A) a(C)=0 (C 为 常数 ); 


(2) а(х") = ша: 


1 
) ал = 一 一 必 ; 
(3) dlog) == 


(4) 4(пх) slæ: 
х 


(5) а(а") =а* лаах; 
(6) (е) =е"ах : 


(7) а(ѕіп х) = cosxdx ; 


(8) d(cosx)=-sin xdx ; 


(9) а(апх) = sec? xdx = 


(10) d(cotx)= –сѕс? хах = – 





dx; 


cos? x 


dx; 





sin" x 


(11) d(secx)=secxtan хах ; 
(12) d(cscx)=-cscxcotxdx ; 














(13) d(arcsin x) = dr; 
l-x? 
(14) d(arccosx)=-—L dr; 
1-х? 
(15) d(arctan x) = тФ: 
1+ х 
(16) dareeot9=- 1а 


+х 


2， 函 数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 微分 运算 法 则 
设 函 数 x(z) =u, у(х) =у Вр, MJ 


d(u+tv)=du+dv; 
d(uv) = vdu + udv ; 
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d(Cu)=Cdu (C 为 常数 ); 


а) ae, (vz0). 


v v 


3， 复 合 函数 的 微分 法 则 
设 函数 y = fa), u= p(x) 都 是 可 导 函 数 ， 则 复合 函数 y= So) 的 微分 为 
Ф {fN = орда, 
Tü ди = ф'(х)йх, FÆ 
dy = f'üu)du (23.5) 

将 035) 式 与 (2.3.4) REH, TARE u 是 自 变量 还 是 中 间 变量 ， 函 数 y= fu) 的 
微分 总 保持 同一 形式 ， 这 个 性 质 称 为 一 阶 微分 形式 不 变性 . 

利用 这 个 性 质 可 以 比较 方便 地 求 一 些 复合 函数 的 微分 与 隐 函 数 的 微分 以 及 它们 的 
导数 . 

例 4 йу=ү2+3?, i 


ж Zodra у= 


6x 
—— 
Уз +з? 
例 5 ЖЖ 2 +2ху—2у° =1 所 确定 的 隐 函 数 y= fO) msg? 与 微分 办。 


解 ” 对 方程 两 边 求 导数 ， 得 
2х+2у+2ху'-4уу'=0 





6x 
(2+3x2)' = š 
= +3х? Уз+з? 


即 导数 为 у=*®%У, 
y-x 

微分 为 a =2ZtYa, 
y-x 


由 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 微 分 与 导数 虽 是 两 个 不 同 的 概念 ， 但 却 紧密 相关 ， 求 出 了 导数 
便 立 即 可 得 微分 ， 求 出 了 微分 亦 可 得 导数 ， 因 此 ， 通 常 把 函数 的 导数 与 微分 的 运算 统称 为 
微分 法 ， 在 高 等 数学 中 ， 把 研究 导数 和 微分 的 有 关内 容 称 为 微分 学 . 


234 ”微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


在 实际 问题 中 ,经 常 利用 微分 作 近似 计算 . 
由 微分 的 定义 可 知 ， 当 函数 y= f(x) 在 避 点 的 导数 (ху) #0, 且 |Ax| 很 小 时 ， 我 们 有 
近似 公式 
Ay = /(х + Ax) — /(җ) = dy = /'(х,)Ах, 
或 写成 
ЛО + Ax) = /(х,) + /'(х,)Ах (2.3.6) 
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上 式 中 令吉 +Ax=0， 则 


од = оа) Оа) хо) 3л) 
ШВ, ч х, =0， 亿 很 小 时 ,有 
Хо) f(0)+ /'(0)х (23.8) 


公式 (2.3.6), (2.3.7) (2.3.8) 可 用 来 求 函 数 f(x) 的 近似 值 . 

注意 , ER /(x) 的 近似 值 时 , 要 选择 适当 的 ,使 Охо), Го) 容易 求 得 , B |x - x| 
较 小 . 

应 用 (2.3.8) 式 可 以 推 得 一 些 常 用 的 近似 公式 ， 当 |x | 很 小 时 ,有 

(1) sinx=x (x 用 弧度 作 单位 ); 

(2) tanx=x (x 用 弧度 作 单 位 ); 

(3) er wl+x; 

(4) щ1+х)=х: 


(5) Yrxsl=lx. 

例 6 计算 sin46 的 近似 值 . 

解 设 /xz)=sinx, 取 x=46"， x=45 = 于， йїх-» = = 
于 是 由 (337) 式 得 


sin x а sin Xg + COS Xg ` (X— Ху), 
o o х) 








Bp 
БУК ЫЛЕ. пл 02 2 т 
зїп 46 i We Ti i 7185" 0719 
习题 2.3 
1. 求 下 列 函 数 的 微分 : 
а) у= урих: (2) y=Varcsiny; 
x 
G) y=tan2(1+2x2); (4) у= eos3x+Inunz. 
2. 在 括号 内 填 入 适当 的 函数 ， 使 等 式 成 立 : 
аз dd ә, 0) х= э: 
а+х 
1 1 
(3) —=&х=4( ); (4) = r 
x zk а ) 


3. 利用 微分 求 近似 值 : 
a) $65; 0) ві. 
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本 章 小 结 


1. 基本 概念 

导数 是 一 种 特殊 形式 的 极限 ， 即 函数 的 改变 量 与 自 变量 的 改变 量 之 比 当 自 变量 改变 量 
趋 于 零 时 的 极限 . 

微分 是 导数 与 函数 自 变量 改变 量 的 乘积 或 者 说 是 函数 增 量 的 近似 值 . 

2. 几何 意义 

Го) 是 曲线 y= f(x) ER (ху, Лх) 处 的 切线 斜率 ; 

微分 办 是 曲线 ?= f(x) ER (xo, f (xe) 处 的 切线 纵 坐 标 对 应 于 Ax 的 改变 量 ; 

Ay ERR y= f(x) 的 纵 坐 标 对 应 于 Ах 的 改变 量 ，Ay = dy +0 (Ax); 

函数 y= f(x) 在 总 处 可 导 必 连续 ;连续 未 必 可 导 . 

3. 基本 计算 

本 章 最 重要 的 计算 就 是 导数 运算 ， 主 要 有 运用 导数 基本 公式 和 运算 法 则 ， 求 简单 函数 
和 复合 函数 的 导数 ， 求 高 阶 导数 ， 求 微分 的 方法 与 求 导 数 的 类 似 . 特别 地 办 = f'(x)dx , 
即 求 微分 办 ， 可 以 先 求 导 数 六 Co) ， 后 面 再 乘 一 个 必 . 

有 两 种 求 导 方法 需要 强调 

(1) 隐 和 函数 求 导 法 : 设 方程 F(x,y) = 0 表示 自 变量 为 x 因 变量 为 的 隐 函 数 ， 并 且 可 
F 利用 复合 函数 求 导 公式 , 将 方程 两 边 对 x Ж, 切记 y 是 x 的 函数 , 然后 解 方程 求 出 y'; 

(2) 取 对 数 求 导 法 ， 对 于 两 类 特殊 的 函数 备 指 函数 和 多 因子 乘积 函数 ， 可 以 通过 方 
程 的 两 边 取 对 数 ， 转 化 为 隐 函 数 ， 然 后 按 隐 函 数 求 导 的 方法 求 出 导数 y 

4. 简单 应 用 

С) 导数 ， 曲 线 》= f(x) 在 点 M (xo, yo) 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 分 别 是 

У-у = /'(%)(х- x) 和 


FAES Ga) 


1 
Tom 
(2) 微分 : 当 |Ax| 很 小 时 ， 有 近似 计算 公式 

Ay = f (xo + Ax) — /(х,) = dy = }'(х,)Ах 
这 个 公式 可 以 用 来 直接 计算 函数 增 量 的 近似 值 ， 而 公式 
/(х + Ах) = /(ху+ /'(х)Ах 
可 以 用 来 计算 函数 的 近似 值 . 


复习 题 2 


Г. 判断 下 列 命题 是 否 正确 ? 为 什么 ? 
D 车 f(x) 在 六 处 不 可 导 ， 则 曲线 7 = /(х) E (xç, fo) 点 处 必 无 切线 
(2) 车 曲线 y= f(x) 处 处 有 切线 ， 则 函数 y = f(x) 必 处 处 可 导 ; 
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(3) 著 f() 在 思 处 可 导 ， 则 |f (| 在 加 处 必 可 导 ; 
D РО) х, р, Д ЛО) Ех Г. 


2. 求 下 列 函 数 的 导数 . 
(1) у= 28893 
1+х 





_1+х+х? 


Оу 1+х 


(5) у=соіх:(1+соѕх) ; 


П 
ml 


(7) y=e *; 


arctan х 





(2) y= +arccosx ; 


(4) у= х(ѕіпх+1)сѕсх ; 


1 1 
(6) y=—=-—: 
Y i =k 
(8) у=агссоѕу1-3х. 


2 
3. жауа MNRE. 


4. 求 由 下 列 方程 所 确定 的 陷 务 数 的 导数 息 ， 


(1) ye"+Iny=l; 


(2) arctan = In J +y? , 
x 


2 
5， 求 由 方程 y= 1+ xe” 所 确定 的 隐 函 数 的 二 阶 导数 “>. 


1. 填空 题 


а) 函数 y=(1+x)Inx 上 点 (1,0) 处 的 切线 方程 为 


D ёйу(у=з, іт 2 th)- /Q -3h) _ 
^0 


y 
dx? 


自 测 题 2 








2h 


(3) 车 (и) 可 导 ， 则 = f(sin/x) 的 导数 为 


2. 单 选 题 
(1) у=|х+2}#х=-2Ж( ) 

А) 连续 B) 不 连续 C) 可 导 D) 可 微 
(2) 下 列 函 数 中 〈 ) 的 导数 等 于 sin2x . 

A) cos2x B) соѕ2 х С) -cos2x D) sin2x 
(3) 已 知 y=cosx, 则 9= ( ). 

A) sinx B) cosx C) -sinx 0) -cosx 
3. 计算 题 


a) Ry=nsi 1, Жу: 


(2) у= (1+х2)агіапх, Жу"; 
(3) 求 函数 y=In(x -sinx) Юу. 
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第 3 章 中 值 定理 与 导数 应 用 


本 章 学 习 目 标 


了 解 中 值 定理 的 条 件 和 结论 ， 特 别 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 

理解 洛 必 达 法 则 及 其 应 用 条 件 ， 会 用 洛 必 达 法 则 求 相应 的 极限 
了 解 函数 与 曲线 的 对 应 关系 ， 掌 握 函 数 的 增 减 区 间 与 极 值 的 求法 
掌握 曲线 的 四 西区 间 与 扬 点 的 判别 方法 

会 求 曲 线 的 渐 近 线 ， 知 道 描 绘 函数 图 形 的 基本 步 聚 

知道 导数 在 经 济 中 的 一 些 简单 应 用 


3.1 中 值 定 理 


311 PREM 


设 函 数 /(х) 满足 条 件 : 

(1) 在 闭 区 间 [a,8] 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (a,b) 内 可 导 ; 

(3) 在 区 间 的 两 个 端点 处 的 函数 值 相 等 ， 即 f(a)= f(b), 

则 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 5 ， 使 得 六 (5) = 0 . 

如 图 3.1 所 示 ， 如 果 连 续 函 数 = f(x) 的 曲线 弧 AB 上 除 端点 外 处 处 具有 不 垂直 于 x 轴 
的 切线 ， 且 两 端点 4、B 处 的 纵 坐 标 相等 ， 那 么 ， 在 弧 AB 上 至 少 有 一 点 C(&, fE) 使 曲 
线 在 C 点 的 切线 平行 于 x 轴 . 





ЧЕНДЕ. 
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注意 ， 如 果 定理 的 三 个 条 件 有 一 个 不 满足 ， 则 定理 的 结论 就 不 一 定 成 立 . 
3.1.2 ЖА += 


设 函数 f(x) 满足 条 件 

A) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (a,b) 内 可 导 ， 

则 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 ,使 得 


ТИ 向 -/@ 
=й 





E SO- faf b-a). 

此 公式 称 为 拉 格 朗 日 公式 ， 它 对 于 b<a 也 同样 成 立 . 

如 图 3.2 所 示 ， 设 函数 (x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 的 图 形 是 曲线 弧 大， 因为 连接 曲线 两 端点 
ЕК АВ mepa 0-79, 因此 定理 的 结论 是 说 ， 如 果 连 续 曲线 弧 AB 上 除 端点 外 处 


处 有 不 垂直 于 x 轴 的 切线 ， 则 在 弧 AB 上 至 少 有 一 点 (5,7(5))， 曲 线 在 该 点 的 切线 平行 于 纺 


AB. 
B 


n 
| -ya 
РТА |) 


J 
Pp ЖЕ 





== 
图 3.2 
证 明 略 . 
拉 格 朗 日 公式 建立 了 函数 在 区 间 上 的 改变 量 与 导数 之 间 的 关系 ， 从 而 使 我 们 有 可 能 用 
导数 去 研究 函数 在 区 间 上 的 性 态 . 


由 拉 格 朗 日 中 值 定理 可 以 得 出 下 面 两 个 重要 的 推论 : 

推论 1 如 果 函 数 f(x) 在 开 区 间 (a,b) 内 任意 一 点 的 导数 /'(х) 都 等 于 零 ， 那么 函数 f(x) 
在 (a,b) 内 是 一 个 常数 . 

此 结论 由 f(x) - fGa)= ОЬ -及 ) 可 直接 得 出 . 

推论 2 如 果 函数 f(x) 与 g(x) 在 开 区 间 (a,b) 内 每 一 点 的 导数 (x) g'(x) 都 相等 ， 则 在 
GHR, fa) 与 g(x) 最 多 差 一 个 常数 ， 即 f(x)=g(x)+C (C 为 任意 常数 ). 

这 是 由 于 (f(x)- g(x))'=0， 再 由 推论 1 即 得 . 

例 试 证 明 当 x>1 BF, еъех. 

证 明 设 f(x)=e*"， 则 对 任意 x>1， Ро) 在 闭 区 间 [1,x] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 ， 
且 f"(x)=e*， 因 此 
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е-е =(х-1)е, 其 中 1<5 <. 
НТ е > el ， 因 此 从 上 式 可 得 
е-е(х-1)е=ех-е, 
于 是 得 e>ex. 
注意 ”应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 不 等 式 ， 应 根据 所 给 不 等 式 的 特点 首先 选 定 一 个 函 
数 ， 然 后 相应 确定 一 个 区 间 . 选 定 的 函数 在 所 确定 的 区 间 上 要 满足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 条 
件 ， 则 有 拉 格 朗 日 公式 成 立 。 由 所 在 区 间 范 围 ， 即 可 导致 等 号 成 为 不 等 号 . 


3.1.3” 柯 西 中 值 定理 


设 函数 f(x) 与 g(x) 满足 条 件 
A) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ; 
(2) 在 开 区 间 (a,b) 内 可 导 ， 且 g'(x) 50, 
则 在 (a,b) 内 至 少 存在 一 点 5 ， 使 得 
ЛФ) ба) _ f 
g(b)-g(a) 8'(5) 
证 明 略 . 
显然 ， 在 柯 西 中 值 定理 中 ， 当 g(x)=x 时 ，g'(x) =1，g(a)=a，g(b) =bp， 则 柯 西 中 值 
定理 成 为 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 因 此 ， 柯 西 中 值 定理 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 推广 . 
以 上 三 个 中 值 定理 中 的 条 件 都 是 充分 但 非 必要 的 ， 即 定理 的 条 件 不 具备 时 ， 结 论 也 有 
可 能 成 立 ， 另 外 ， 三 个 定理 只 肯定 (a,b) 内 存在 点 ， 至 于 这 样 的 有 几 个 ， 位 于 何 处 ， 以 
及 如 何 求法 都 没有 给 出 ， 但 这 并 不 妨碍 定理 的 各 种 应 用 . 


习题 3.1 


1. 试验 证 函数 f(x)= = 在 区 间 [-1,1] 上 罗 尔 定理 是 否 成 立 ? 


2. 函数 f(x) 在 区 间 [-1,1] 上 是 否 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 条 件 ? 如 满足 ， 求 出 定理 中 
Е. 
3. 证明 在 [-1,1] 上 ， arsin x +arccosx = 5 fJ sr, 


4. 试用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 证 明 : [агсїал b -arctan a| < |b - a|. 





32 ” 洛 必 达 法 则 


如 果 当 x 一 a (хэ) 时， 函数 fG) 5 ко) 同时 趋 于 零 或 同时 趋 于 无 穷 大 ， ЖА 
极限 i 如 可 能 存在 ， 也 可 能 不 存在 ， 通 常 把 这 种 极限 称 为 末 定 式 的 极限 ， 并 简 记 为 


Rao) 
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2 м2 GA: 只 是 记号 )， 称 为 零 比 零 型 和 无 穷 比 无 穷 型 不 定式 ， 这 种 极限 不 能 直接 用 
© 
运算 法 则 ， 下 面 我 们 给 出 一 个 求 5 az 型 未 定式 极限 的 法 则 一 一 洛 必 达 法 则 . 


321 中 型 未 定式 的 极限 


定理 1 设 函数 /(x) 与 g(x) 在 x=a 的 某 空 心 邻 域内 有 定义 ， 且 满足 如 下 条 件 : 
CD lim (х) =limg(x) =0: 
(2) S'OM g'(x) 在 该 邻 域内 都 存在 ， 且 gz0; 
(3) lim ГОО 存在 (їз) 
хэа g'(x) 








则 
lim 200 = lim Го). 
хэа g(x) *-ag'(x) 
此 定理 可 用 Cauchy 人 
例 1 шы L (a 为 任意 实数 ) 
ж i i a, 
x>0 х x 1 
例 2 жип 2055) 
x= x ` 
l 
im PUH -lim 6х р 
n ia a 2х у" 


MR lim LO £ жат ЖЖ. ВО) 8 к'(х) 能 满足 定理 中 у(х) 与 g(x) 应 满足 的 


条 件 ， мое енын. 即 有 
im /09 iml O _ 1700 
“д кто) чел 
且 可 依 此 类 推 ， 直 到 求 出 所 要 求 的 极限 . 


例 3 求 lim Treta 





Гы ЖЕДЕ 2 2x зб 2 


此 定理 的 结论 对 于 x э мо 型 未 定式 同样 适用 . 


x 
= arctanx 


例 4 R lim 2. 
Pr 


х 
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1 
Larctanx х? 
解 lim 2 = lim ШЕ =- lim = 1 
x+ 1 =m l хэ+е] + x? 
x Ж” 


如 果 反 复 使 用 洛 必 达 法 则 也 无 法 确定 WER Renel 无 极限 ， 则 洛 必 达 
法 则 失效 ， 此 时 天 用 别 的 办 法 判断 未定 式 了 的 极限 . 


x in 
例 5 求 lim ` 


x30 sinx 





2xsin}-cos} 
解 这 个 问题 是 属于 型 未 定式 ， 但 分 子 分 母 分 别 求 导 后 得 一 一 一 羡 


k 








cosx 2 
此 式 振荡 无 极限 ， акадан 不 能 使 用 .但 原 极限 是 存在 的 ， 可 用 下 法 求 得 
1 1 
x2sin— sin 一 
jim lin 0 
0 sinx хэ0ѕіпх 1 
x 


3.2.2 本 型 未 定式 的 极限 
定理 2 БЖ у(х) 与 g(x) 在 点 x=a 的 某 空心 邻 域内 有 定义 ， 且 满足 如 下 条 件 
a) lim f(x) = lim &(х)=®; 

(2) у(х) ® к'(х) 在 该 邻 域内 都 存在 ， 且 а(х) +0: 

(3) ше) -4 (有 限 或 m)， 

"人 


例 6 R lim, 
хэ EF 





2 
tanx | Sec x 1 
Ж lim im 


‚ cos? 3x 
x>} tan 3x 


=li z = 

地 3Sec 3х 3: cos? x 
=l 2e053xC3sinx) 

Зхэї 2cosx(-—sin x) 

. Sin 6x 
= lim 


x>ł4sin2x 








2 бсоѕбх 
=li 


im 
хэ32с052х 


定理 2 的 结论 对 于 x © 时 的 之 型 未 定式 的 极限 问题 同样 适用 . 





=3. 





x+ x" 
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1 


解 lim 12 lim = = POLN 


aao X" хэне nx" xto py" 


323 ”其 他 末 定 式 的 极限 





желио RE и, 还 有 0.a 型 、m -om 型 和 1 、09 、oo? 型 等 五 种 类 型 ， 这 些 未 
定式 都 可 化 为 了 型 或 型 未 定式 ， 然 后 再 利用 洛 必 达 法 则 求 其 极限 ,下面 我 们 通过 例子 简 


单 说 明 这 类 问题 的 解法 . 
1，0.o 型 未 定式 
设 在 自 变量 的 某 一 变化 过 程 中 f(x) 一 0,g(x) — © , 则 Ох) а(х) ЈИ 
LO (0 型 ) 或 L (ед), 
1% 
80) Јо) 
例 8 求 limx Inx. 





一 4 
解 lim? Inx= tim = im пр lim =0. 
x30 l хэ0_ 3 хэд-3Зу 120 3 
2 х* 
2.，om-oo 型 未 定式 
例 9 Rim ---)у. (wm-m 型 ) 
x> x—l 
1 xlnx-x-1 0 
н(—©—-——)=нп^@^—х-1 (2 型 ) 
егт CDax 5 型 
-im tl lim Inx (0 型 
x> x + =. Жы 0 
х 
1 
а 
ттт? 
х? х 


3. 1°, 0%, 型 未 定式 
由 于 它们 是 来 源 于 赛 指 函数 (f(x) 的 极限 ， 因 此 通常 可 用 取 对 数 的 方法 或 利用 
(f(x))? 四 =es 中 m76) ， 即 可 化 为 0.m 型 未 定式 ， 再 化 为 了 型 或 了 型 求解 
© 


例 10 ж Jim х". (0538) 


lim xin: 
解 lims = lim e" = ae, 


хэй, хэ 
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1 
而 laya Ш ба = lim (-х) =0, 
x" хәб 1 ra 1 e 
x х? 
所 以 lim x* = e0 = 
хэ 
(о0° H) 


例 11 R lim (cotx)™"* 


解 їЧу=(со\х)“'*, 
两 边 取 对 数 Iny = sin xIn(cot x) , 

















于 是 y= etiaxin(cotx) 
lim Iny= lim si 
而 Jim ny Jim sin xIn(cot x) 
= tim In(cot x) = iim 
=m 1 уз 
sinx 
= lim -> -0 
x—0° COS x 
所 以 lim (cot х)“ = 1 lim y= lim emy=eo=1. 
= x= 
本 地 
例 12 Жіп х)". (= 型) 
хэе 
ЕПА 
Ж 设 y=lim(nx e, W my=1 (пх), 
-Inx 
即 у= е!-! ани, 
Lt 
тип у = lim 109) - lim Inx x 
хэе zoel—Inx im КЇ 
х 
=їш(-——)=-1 
x>e lnx 
1 
所 以 пп х) = e"! 
习题 3.2 
利用 洛 必 达 法 则 求 极限 . 
(1) lim Sin5x | (2) lim x'+x2-Sx+3 
290: x = а 6552 
(4) Rae ee £ 1 
x>0 зіпх 





(3) іт 


хэа x” — a' 
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1— cos? x .tan6x 
нас, (6) бт 219, 
® к; xsinx ` +z tan2x 
(7) (8) вас: 
nsinz m x el 
1 2 х 1 
і TEF (10) lim > ——) 5 
(9) lim(cot x 2: mC nZ 
(11) limxcot2x; (12) limsinxlnx; 
x—0 хәб" 
' 
(13) lim(l + sinx)”; (14) lim (Zarctan х): 
x хэн n 
(15) lim (nr; (16) lim x°", 
0 x x—0* 


33 函数 的 单调 性 与 极 值 


3.3.1 函数 的 单调 性 及 判别 法 


在 第 一 章 我 们 给 出 了 函数 在 某 个 区 间 内 单调 增加 和 单调 减少 的 定义 ， 但 直接 用 定义 判 
断 函数 的 单调 性 有 时 是 不 可 能 的 .现在 介绍 利用 导数 判定 函数 单调 性 的 方法 . 

从 几何 上 看 ， 在 区 间 (a,b) 内 ， 如 果 函 数 是 单调 增加 的 ， 则 曲线 上 每 一 点 的 切线 斜率 都 
是 非 负 的 ， 如 图 3.3. 

反之 ， 如 果 函 数 是 单调 减少 的 ， 则 曲线 上 每 一 点 的 切线 斜率 都 是 非 正 的 ， 如 图 3.4. 


y 





图 3.3 图 3.4 


由 导数 的 几何 意义 ， 曲 线 у= f(x) 在 某 点 (xo, f(xo)) 切线 的 斜率 即 是 函数 у= f(x) 在 点 
加 的 导数 值 . 因此 ， 我 们 可 以 根据 导数 的 符号 判别 函数 的 增 减 性 . 

定理 1 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ， 在 (a,b) 内 可 导 ， 则 

(1) 车 在 (a,b) 内 ，/"(x) >0， 则 函数 f(x) 在 [a,b] 上 单调 增加 ; 

(2) 若 在 (a,b) 内 ，/"(x) <0 ， 则 函数 f(x) 在 [a,b] 上 单调 减少 . 
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证 ”由 于 函数 f(x) 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 

HEE [a,b] HERP A xix H x< 

BAE (x1,x2)， 使 得 

Хо) оо) = /'(®) (x; —xi) 

(1) Ë x€ (а,Ь), /'(х)>0, WE 由 上 式 可 知 (х) > f) 所 以 函数 /(х) 
ТЕБ [8] (а,Ь) 内 单调 增加 ; 

(2) 若 xe(a,b) 时 ,f(x)<0, 则 /'(&)<0，, BERTA Ох) < f) 所 以 函数 f(x) 
ÆRE (а,Ь) 内 单调 减少 . 

注意 ”如果 在 区 间 (a,b) 内 /'(х)>0 (或 1'(x)<0 )， 但 等 号 只 在 个 别 点 处 成 立 ， 则 函 
数 х) fE (а,Ь) 内 仍 是 单调 增加 (或 单调 减少 ) 的 ， 如 图 3.4 中 c 点 导数 值 为 零 ， 但 不 影响 
曲线 在 整个 区 间 上 的 单调 性 . 

如 果 把 定理 中 的 闭 区 间 换 成 其 他 各 种 区 间 (包括 无 穷 区 间 )， 那 么 结论 也 成 立 . 

例 1 HERM y =x -sinx R [n,n] 上 的 单调 性 . 

解 因为 所 给 函数 在 指定 的 区 间 上 连续 ， 在 (rm) 内 可 导 

y'=1-cosx>0 

且 等 号 只 在 x= 0 处 成 立 ， 所 以 函数 y=x-sinx 在 [-r,x] 上 单调 增加 . 

例 2 确定 函数 f(x)=x -x 的 单调 区 间 . 

Ж 因 f'(x)=3x?-3=3(x+1(x-1) 
所 以 ， 当 y=-1，%=1 时 ，/'(x)=0.， 

此 两 点 把 定义 域 (-o0,++o0) 分 成 三 个 区 间 ， 列 表 如 下 ， 表 中 二 和 分 别 表示 函数 单调 增 
加 和 单 凋 减少 . 


[ œn [a| с» |a uo ] 
| rœ + 0 = 
ло Z | ` 
所 以 ,函数 f(x) 在 区 间 (-—o,— 1) 和 区 间 (1, + ) 内 单调 增加 ， ECL) 内 单调 减少 , 如 
图 3.5 BUR. 
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有 些 函 数 在 其 定义 域内 不 是 单调 的 ， 但 我 们 用 导数 为 零 的 点 来 划分 函数 的 定义 域 ， 就 
可 以 使 函数 在 各 个 区 间 上 单调 .这 个 结论 对 于 在 定义 域内 具有 连续 导数 的 函数 是 成 立 的 . 另 
外 ， 导 数 不 存在 的 点 也 可 用 来 划分 单调 区 间 ， 如 ?=jx|， 在 x=0 点 不 可 导 ， 当 x<0 时 函 


数 单调 减少 ， 当 x > 0 时 函数 单调 增加 . 
йз MERY = 2 的 单调 区 间 . 
解 ”函数 的 定义 域 为 (-oo,+o) ， 且 在 定义 域内 连续 . 其 导数 为 了 = 区， 当 x=0 时 ， 





y 不 存在 ， 且 不 存在 使 y=0 的 点 . 
用 x=0 Я (оо, +оо) 分 成 两 个 区 间 : (-o0,0) 和 (0,+4o0)， 见 下 表 . 














x (0) [ (0) 
fe = + 
JG) ` z 











如 果 函 数 在 定义 域内 连续 ， 除 去 有 限 个 点 外 导数 存在 ， 那 么 只 要 用 使 得 /"(x)=0 的 点 
及 1"(x) 不 存在 的 点 划分 函数 /(х) 定义 域 ， 就 能 保证 Ох) 在 每 个 部 分 区 间 上 单调 . 
利用 函数 单调 性 的 判别 法 ， 可 以 证 明 某 些 不 等 式 . 
例 4 证 明 ， 当 x>1 时 ， 2453-1, 
证 gowl, Шо(ху=----1., 
х Vr x 


x 
由 于 g(x) 在 [1,+%) 上 连续 ， 且 当 x>1 时 ，w'(xz)>0， 
因此 在 区 间 [1,+o0) E, ф(х) 单调 增加 . 
由 于 2(D)=0， 所 以 当 x>1 时 ，p(z)>p(D)=0， 


即 2 人 -3+ 上 >0， 
x 
于 是 证 得 2VE >3- 工 . 
x 


332 ”函数 的 极 值 


定义 设 函数 f(x) 在 点 各 的 某 邻 域内 有 定义 ， 若 对 此 邻 域内 每 一 点 x (хх), EA 
TCD < Ло), ДИК Охо) 是 函数 f(x) 的 一 个 极 大 值 ，xo 称 为 函数 f(x) 的 一 个 极 大 值 点 ; 

反之 , 如 果 对 此 邻 域内 任 一 点 x (x хо), 恒 有 f(x)> Охо), Д Охо) ВА f(x) 
的 一 个 极 小 值 ， 亏 称 为 函数 fO) 的 极 小 值 点 . 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 函数 的 极 值 ， 极 大 值 点 与 极 小 值 点 统称 为 极 值 点 . 

注意 (1) 极 值 是 一 个 局 部 性 的 概念 ， 它 只 是 与 极 值 点 邻近 点 的 函数 值 相 比较 而 言 ， 
并 不 意味 着 它 在 整个 定义 区 间 内 最 大 或 最 小 . 
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(2) 一 个 定义 在 区 间 [a,5] 上 的 函数 ， 它 在 [a,5] 上 可 以 不 只 有 一 个 极 大 值 和 极 小 值 ， 
且 其 中 的 极 大 值 并 不 一 定 都 大 于 每 一 个 极 小 值 . 如 图 3.6， 函 数 在 х, 取得 的 极 大 值 f(xs) 比 
在 六 取得 的 极 小 值 f(x,) 要 小 . 








G) 极 值 不 能 在 端点 取得 . 

定理 2 〈 极 值 存在 的 必要 条 件 ) ”如 果 函 数 /(x) 在 点 处 有 极 值 Охо), В.О) 存 
Ж, MJ /'(х,)=0. 

证 如 果 _/(xo) 为 极 大 值 ， 则 存在 的 某 邻 域 ， 在 此 邻 域内 总 有 /(х,) > f(xo+Ax) 于 


ж, Marcon, Late, 
当 Ar>0 时 ， La o, 
根据 定理 假设 хо) 存在 ， 所 以 
Гоа) = а) = lim F „о 
Гоа) а) = im LtD с 
从 而 а) =0. 
同 理 可 证 极 小 什 的 情形 . 
注意 D 定理 2 表明 若 А) 存在 ， 则 广 Ca)= 0 是 点 罗 为 极 值 点 的 必要 条 件 ， 但 
不 是 充分 条 件 .例如 函数 /(x)= 避 ， 当 x=0 时 PO)=0， 但 在 x= 0 处 并 没有 取得 极 值 ， 
如 图 3.7. 使 1'(*)=0 的 点 称 为 函数 的 驻 点 ， 驻 点 可 能 是 函数 的 极 值 点 ， 也 可 能 不 是 函数 的 
жй. 
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(2) 定 理 2 是 对 函数 在 点 如 处 可 导 而 言 的 . 在 导数 不 存在 的 点 , 函数 也 可 能 有 极 值 . PJ 
зп ро) |х|. ГО) КЕ, 但 f(0)=0 为 其 极 小 值 . 
由 (1)、(2) 可 知 ， 函 数 的 极 值 点 必 是 函数 的 驻 点 或 导数 不 存在 的 点 ， 但 是 驻 点 或 导 


数 不 存在 的 点 不 一 定 是 函数 的 极 值 点 . 
定理 3( 极 值 的 第 一 判别 法 ) ” 设 函 数 f(x) 在 点 如 的 某 邻 域内 连续 , BERRA Og 


可 除外 ) TẸ. 
(1) хх, (х) 20, ах ху 0х) <0, А Ох) ТЕ х ЕИН, 


如 图 3.8 (a). 
(2) ШЖ хх, (х) <0, ахх, /'(х)>0, Ж f(x) 在 % 取 得 极 小 值 ， 


如 图 3.8 (b). 
(3) 如 果 在 部 的 两 侧 /'(х) 的 符号 不 变 ， 则 加 不 是 fO) 的 极 值 点 ， 图 3.8 (с), (d). 











图 3.8 


根据 上 面 两 个 定理 ， 我 们 可 以 按 下 列 步骤 来 求 fO) 的 极 值 点 和 极 值 : 

(1) 求 函数 的 定义 域 (有 时 是 给 定 的 区 间 ); 

D 求 出 A(x) ， 在 定义 域 或 给 定 区 间 内 求 出 使 (x) =0 的 点 及 /"(x) 不 存在 的 点 ; 

(3) 用 О) 中 的 点 将 定义 域 (或 给 定 区 间 ) 分 为 若干 个 子 区 间 ， 讨论 在 每 个 六 oO 区 
间 内 的 符号 ; š 

(4) 利用 定理 3, ЖЭ D 中 的 点 是 否 为 极 值 点 ， 如 果 是 极 值 点 ， 进 一 步 判 定 是 极 
大 值 点 还 是 极 小 值 点 ; 

(5) 求 出 各 极 值 点 处 的 函数 值 ， 得 函数 的 全 部 极 值 . 
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例 5 求 函数 f(x)=(x-D)*(x+1) 的 单调 区 间 和 极 值 . 
ЖЕ 函数 的 定义 域 为 (-oo,+eo) , 
ГО) = 20х- 0+1) +30) (+1) 


=(х-1)(х +1)2 (5х1) 


令 /'(%)=0, 得 驻 点 =-1， a=, Aek 
这 三 个 点 将 定义 域 (-oo,+oo) 分 成 四 个 部 分 区 间 ， 列 表 如 下 





| 


1 
(-%,-1) | -1 ELJ 


Go 1 | (+) 
+ 





| rœ% 


olu- 


> о | 








| Јо) 

















一 | 
Z 2 


% | ” 








由 上 表 可 知 ，/(x) 在 区 间 cD ，(L+eo) 单 调 增加 ， TIER E,D M. 在 x= 


КҮРҮ A 


= 3456 ， 在 x=1 处 取得 极 小 值 /()=0， 如 图 3.9. 


3125 





2 
例 6 REMS =x-~ 了 的 单调 区 间 和 极 值 . 


1 
解 ræs- „Ж! 


х 


当 x=1 时 ， 太 Oo)=0， 而 zx=0 时 ， 太 Co) 不 存在 . 
因此 x=0 和 x=1 将 (-oo,+4) 分 成 三 部 分 ， 列 表 如 下 














x (~%,0) 0 (0,1) 1 (1,+%) 
Го) + 不 存在 = 0 十 
Јо) 5 У $ 











由 表 中 看 出 ， 函 数 fO) 在 区 间 (—o,0] 和 [b+eo) 单调 增加 ; 在 区 间 [0,1] 单调 减少 . 在 点 
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x= 0 处 有 极 大 值 /(0) =0; 在 点 x=1 处 有 极 小 值 /() = 上， 如 图 3.10. 





图 3.10 


当 函 数 在 驻 点 处 二 阶 导数 存在 时 ， 有 如 下 判定 定理 . 
定理 4 〈 极 值 的 第 二 判别 法 ) О) 在 点 处 具有 二 阶 导 数 ， 且 f) =0， 


(0) #0; 
A) ЯР хо) >20, Д] х, ERR /(х) 的 极 小 值 点 ; 
(2) 若 /"(ww)<0， 则 及 是 函数 /(х) 的 极 大 值 点 . 
ШЕВ. 
注意 Sfo, 04 失效 ， 此 时 ， 函 数 fO) 在 点 加 可 能 有 极 大 值 ， 也 可 能 
有 极 小 值 , 也 可 能 没有 极 值 , 尚 待 用 其 他 方法 进一步 判定 , 例如 可 使 用 第 一 判别 法 进行 判断 . 
Ий, BAAS, /G)= x ， 有 (x)= 一 必 ， 它 们 在 x=0 点 的 一 阶 、 二 阶 导数 均 
为 零 ， 但 
ЛО) = х0 ARAR: 
Лбх) = x* fE х= 0 АНМН: 
ЛО) = -六 在 x=0 处 取 极 大 值 . 
例 7 求 函数 /(x)=x -3x 的 极 值 . 
解 ”函数 的 定义 域 为 (-oo,+oo) 
РО) = 302 -3=3(x- (x+, 
f'(x) =6х, 
令 f'(x)=0， fx =l, x,=-1. 
由 于 /*(-1) = 一 6<0, /"(1) =6>0, 
所 以 /(-1) = 2 为 极 大 值 ， /GD) = -2 为 极 小 值 . 


333 ”函数 的 最 大 值 与 最 小 值 


函数 在 区 间 [a,b] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 是 全 局 性 的 概念 ， 是 函数 在 所 考察 的 区 间 上 全 部 
函数 值 中 最 大 者 和 最 小 者 ， 这 与 极 值 的 概念 有 区 别 的 . 
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连续 函数 在 区 间 [a,5] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 可 通过 比较 如 下 几 类 点 的 函数 值得 到 : 

1. 区 间 [a,5] 端 点 处 的 函数 值 (а), f(b); 

2. 区 间 (a,b) 内 ,使 1"(x) =0 的 点 处 的 函数 值 ; 

3. 区 间 (a,b) 内 ,使 了 "(x) 不 存在 的 点 处 的 函数 值 . 

这 些 值 中 最 大 的 就 是 函数 在 [a,5] 上 的 最 大 值 ， 最 小 的 就 是 函数 在 [a,5] 上 的 最 小 值 . 

注意 D 如 果 函 数 f(x) 在 [a,5] 上 单调 增加 (或 减少 )， 则 最 大 值 、 最 小 值 必 在 端点 
处 取得 . 

(2) 如 果 连 续 函 数 f(x) 在 区 间 (a,b) 内 有 且 仅 有 一 个 极 大 值 ， 而 没有 极 小 值 ， 则 此 极 
大 值 就 是 f(x) 在 [a,b] 上 的 最 大 值 ， 同 样 ， 如 果 у(х) 在 (a,b) 内 有 且 仅 有 一 个 极 小 值 ， 而 没 
有 极 大 值 , 则 此 极 小 值 就 是 /(x) 在 [a,b] 的 最 小 值 . 很 多 实际 应 用 问题 都 是 属于 此 种 类 型 . 

在 工农 业 生产 、 经 济 管 理 和 经 济 核算 中 ,常常 要 解决 在 一 定 条 件 下 ， 怎样 使 投入 最 小 、 
产 出 最 多 、 成 本 最 低 、 效 益 最 高 、 利 润 最 大 等 问题 ， 这 些 问题 反映 在 数学 上 就 是 求 函数 最 
大 值 和 最 小 值 问题 . 

例 8 ЖЖ у(х) = х" -2x +5 在 区 间 [-2,2] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

解 РО) = 4? -4х = 4х(х +1(х-1) 

Ф/'(х)=0, Ж =-1, х,=0, ху=1, 
在 驻 点 处 函数 值 分 别 为 /(-1)=4，/f(0)=5，/(1) =4， 
在 端点 的 函数 值 为 (2) = 702) =15. 

因此 ， 比 较 上 述 5 个 点 的 函数 值 ， 即 可 得 在 区 间 [-2,2] 上 的 最 大 值 为 














J(-2)=J(C2)=13， 
最 小 值 为 7(-D = 7(D =4. 
习题 3.3 
1. 确定 下 列 函 数 的 增 减 区 间 . 
(1) y=2+x-X2, D yz: 
I+ x 
(3) yT (4) y=x+sinx; 


2. 试 证 明 下 列 不 等 式 
2 
a) 当 x>0 Bf, x < +) <e 


(2) 当 0<x< 工 时 ，2x <sinx <x. 
2 x 
3. 求 下 列 函 数 的 极 值 . 


A) у= 2х -6x2 -18x+7; оу у= +х 


хон, 
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(3) y=(z-56 : (4) y=x nx; 

(5) у=х-5іпх; (6) yare”; 

(7) JE: (8) у=2х-Ш(4х)?:; 

(9) y=2e"+e*, ao y-t, 

an yaxsi: 12) yrarctanx 0+2). 
4. 求 下 列 函数 在 所 给 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

(CD у= 5x +50 +1, [12] 0) y [0,4]; 

(3) y=sin2x-x, 5.51: (4) y=2tan-tan? x, 10,51. 


5， 设 有 一 块 边 长 为 a 的 正方 形 铁皮 ， 从 四 个 角 截 去 同样 的 小 方块 ， 做 成 一 个 无 盖 的 
方 盒子 ， 问 小 方块 的 边 长 为 多 少 才 能 使 盒子 容积 最 大 ? 


34 函数 图 形 的 描绘 


3.4.1 曲线 的 凹凸 与 拐点 


在 研究 函数 曲线 的 变化 时 ， 了 解 它 的 单调 性 当然 是 很 重要 的 ， 但 是 有 时 只 考虑 其 单调 
性 是 不 够 的 . 
例如 ， 考 察 两 个 函数 (х) = 妇 和 万 CO=Wx ， 在 x>0 时 ， 二 者 都 是 单调 增加 的 ， 但 
它们 的 图 形 的 差别 还 是 比较 大 的 .如 图 3.11 所 示 . 
у= 
у= /x 


图 3.11 


可 见 一 个 函数 仅 考虑 它 的 单调 性 是 不 够 的 ， 还 要 进一步 讨论 函数 曲线 的 弯曲 方向 ， 我 
们 称 为 曲线 的 凹凸 性 . 

定义 1 如 果 在 某 区 间 内 ， 曲 线 弧 总 是 位 于 其 切线 的 上 方 ， 则 称 曲线 在 这 个 区 间 上 为 
四 的 如 图 3.12 所 示 . 
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图 3.12 





图 3.13 


由 图 3.12 可 看 到 ， 当 曲线 为 止 时 ， 曲 线 f(x) 的 切线 斜率 "(x) = tanx 随 着 x 的 增加 而 
增加 ， 即 Ох) 是 增 函数 ， 反 之 ， 由 图 3.13 可 看 到 ， 当 曲线 为 止 时 ， f'(x) =tanx 随 着 x 的 
增加 而 减少 ， 即 /'(х) 是 减 函数 . 

定理 设 函 数 f(x) 在 区 间 (a,b) 内 具有 二 阶 导数 

A) 如 果 xE(a,b) 时 ， 恒 有 /"(x)>0， 则 曲线 f(x) Elab) AR: 

(2) 如 果 xE(a,b) 时 ， 恒 有 f"(x) <0， 则 曲线 f(x) 在 (a,b) 内 为 凸 的 . 

定义 2 曲线 上 四 与 凸 的 部 分 的 分 界 点 称 为 曲线 的 拐点 . 

拐点 既然 是 四 与 凸 的 分 界 点 ， 所 以 由 定理 3.7， 在 拐点 左右 邻近 /"(x) 必然 异 号 ， 因 而 
在 拐点 处 f(x) = 0 或 х) 不 存在 . 

例 1 求 曲线 >= -2e +1 的 凹凸 区 间 与 拐点 . 

解 у=4?-6х?, у" =12х2 -12х=12х(х-1), 

Фу" =0, @җ=0, х, =1, 

列表 如 下 


x (—*,0) 0 (0.D 1 @,+®) 
Го) + 0 - 0 + 
[5 (0,1) (1,0) 
, б , 
ғо) о 55 5A u 
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可 见 ,曲线 在 区 间 (—о,0) ，(L+eo) 内 为 四 的 ; 在 区 间 (0,1) 内 为 凸 的 ; 曲线 的 拐点 是 (0,D) 
和 (1,0)， 如 图 3.14. 











图 3.14 


如 果 函 数 f x) 在 x% 的 某 邻 域内 连续 ， 当 f(x) 在 点 的 二 阶 导数 不 存在 时 ， 如 果 在 点 
加 某 空心 邻 域内 二 阶 导数 存在 且 在 % 两 侧 符号 相反 ， 则 点 (хо, о) 是 拐点 ， 如 果 两 侧 二 
阶 导数 符号 相同 ， 则 不 是 拐点 . 

综 上 所 述 ， 判 定 曲 线 y= f(x) 的 四 凸 与 拐点 的 步骤 可 归纳 如 下 : 

D 求 一 阶 及 二 阶 导数 f(x) /'(х): 

(2) ЖШ /'(х)=0 Ж х) 不 存在 的 点 ; 

(3) 以 (2) 中 找 出 的 全 部 点 ， 把 函数 的 定义 域 分 成 若干 部 分 区 间 ， 列表 考察 f(x) 在 
各 区 间 的 符号 ， 从 而 可 判定 曲线 在 各 部 分 区 间 的 凹凸 与 拐点 . 

例 2 RAR y=” 的 四 凸 区 间 与 拐点 . 

解 函数 的 定义 域 为 (--o,+eo) . 

y=-2xe™ ,加 = =2e” (2x? -1), 


当 x= + x" =0, Wrs- х= Е 个 区 间 ， 列 表 如 下 : 


x Com- EA Р р | 
Го) | + 
fo) u 有 拐点 u 


在 x= +J b, 二 PIFI ES 为 拐点 ， 如 图 3.15. 























图 3.15 
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3.4.2 ”曲线 的 渐 近 线 


有 些 函 数 的 定义 域 或 值 域 是 无 穷 区 间 ， 此 时 函数 的 图 形 向 无 限 远 处 延伸 ， 如 双 曲 线 、 
抛物 线 等 ， 有 些 向 无 穷 远 延伸 的 曲线 ， 越 来 越 接近 某 一 直线 的 趋势 ， 这 种 直线 就 是 曲线 的 
тав. 

定义 3 如果 曲 线 上 一 点 沿 着 曲线 趋 于 无 穷 远 时 ， 该 点 与 某 直线 的 距离 趋 于 零 ， 则 称 
此 直线 为 曲线 的 渐 近 线 . 

1. 水平 渐 近 线 

Жї у= f(x) 的 定义 域 是 无 穷 区 间 ， HA lim f(x) =b š& lim f(x)=6, 则 直线 


y=4b 为 曲线 y= f(x) 的 一 条 渐 近 线 ， 称 为 水 平 渐 近 线 ， 如 图 3.16 和 图 3.17 所 示 . 





Iy 
图 3.16 图 3.17 
例 3 RiR- 的 水 平 渐 近 线 . 
解 因为 lm 一 一 =0， 


хэ=у—] 
所 以 y=0 是 曲线 的 一 条 水 平 渐 近 线 ， 如 图 3.18. 
3 


图 3.18 


2. MiA 
如 果 曲 线 y= f(x) WE lim f(x) = BË lim f(x) == EË lim f(x)=%, 


则 称 直 线 x= c 为 曲线 = f(x) 的 铅 直 渐 近 线 (或 垂直 渐 近 线 )， 如 图 3.19. 
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图 3.19 
例 4 RNR y=- MENER. 


Ж HA limo 


x x-1 
所 以 x=1 是 曲线 的 一 条 铅 直 渐 近 线 ， 如 图 3.18. 
343 ”函数 图 形 的 作法 


函数 的 图 形 有 助 于 直观 了 解 函数 的 性 质 ， 所 以 研究 函数 图 形 的 描绘 方法 很 有 必要 ， 现 
在 综合 上 面 对 函 数 性 态 的 研究 ， 可 以 得 出 描绘 函数 图 形 的 一 般 步骤 如 下 ， 

(1) 确定 函数 的 定义 域 ; 

(2) 确定 函数 的 奇偶 性 曲线 的 对 称 性 》 和 周期 性 ; 

(3) 确定 函数 的 单调 区 间 和 极 值 ; 

CA) 确定 曲线 的 凹凸 区 间 和 拐点 ; 

CS) 考察 曲线 的 渐 近 线 ; 

(6) 由 曲线 的 方程 计算 出 一 些 点 的 坐标 ， 特 别 是 曲线 与 坐标 轴 的 交点 坐标 ， 

(7) 用 平滑 的 曲线 连接 各 点 . 


М5 mty- G юну. 
== 


解 (1) 定义 域 ，(-m,0) U (0,+%) 
(2) Wak, БН. GRH A: 
a 4(x+2) „_80+3) 
е А тае 
Фу =0#х=-2: Фу'=0{фх=-3, Ш: 


х (-=,-3) -3 (-3,-2) -2 (-2,0) 0 (0, +=) 
y Г Т 1 - 
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(3) 渐 近 线 ， 因 为 lim (#2-.]-250 = 为 水 平 渐 近 线 ; 
13е 
хия (480 2), 所 以 t=0 为 铝 直 源 近 线 . 
[= 


(4) 描 出 几 个 点 : 4(-1,-2)，B(1,6)，C(2,1)， ро, л) ену, 如 图 3.20. 





图 3.20 


例 6 在 经 济 学 中 ， 会 经 常 遇 到 函数 ”中 (x) = їз, 试 作出 函数 的 图 形 . 


解 (1) 定义 域 ，(-o0,+%0) ; 
(2) 奇偶 性 ， 由 于 中 (-x)=@(x)， 故 (x) 为 偶 函 数 ， 其 图 形 关于 y 轴 对 称 ; 
(3) 增 减 、 极 值 、 凹 凸 及 拐点 : 


vas- et, 

ФФ(х)=0, 得 x=0; ФФ'(х)=0, #@х=-1, 三 =1， 列 表 讨 论 如 下 

* | o | œ 1 (1,40) 

У | 0 一 = 
y | 


y | ук ®^ | У | ва а, JZ) Ka 





+l) -2 
中 本 
oea 











= | 0 + 











1 + 
aiin Da 


(4) 渐 近 线 





=0.24: 


: 
lim Ф(х) = lim — e 7 =0 
0 U Ur 


所 以 y=0 是 水 平 渐 近 线 . 
先 作出 函数 在 (0, со) 内 的 图 形 , 然后 利用 对 称 性 作出 区 间 (-o0,0) 内 的 图 形 , 如 图 3.21. 
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习题 3.4 
1， 求 下 列 函 数 的 中 凸 区 间 及 拐点 . 
A) y=3⁄2- s (2) у=\ї+х? 
3 
(3) у=х+х%: (4) y=In(1+x2); 
(5) y=xe”. 
2. 求 下 列 曲线 的 渐 近 线 . 
1 1 
a) y==——: (2) y=—— 
?45 4 (+27 
1 
(3) у=е*-1 (4) у=хе; 
(5) y=-(x+D)+Vx +1. 
3. 作 下 列 函数 的 图 形 . 
(1) у= е (2) y=xe™; 
I+ x 
(3) у=х3-хї (4) у= 2 +2, 


(5) у=х-Ш(х+1). 





3.5 ”导数 在 经 济 中 的 应 用 


354 函数 的 变化 率 一 边际 函数 


定义 1 设 函 数 )= f(x) 在 点 x 处 可 导 ， 则 称 导 函数 /'(х) 为 f(x) 的 边际 函数 . 

JG) fE xo 处 的 导数 (xo) 称 为 了 (x) 在 点 xo 处 的 边际 函数 值 . 其 含义 为 ， 当 x= xo 
时 ,x 改变 一 个 单位 , 相应 地 y 约 改变 /'(x,) 个 单位 . 实际 上 ， Лу = d= f'(x) Ax, 4 Ax=1 
时 ，Ays / (ху). 
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Ay Гоо + Ax) (Ax >0) 
Ax Ax 
称 为 fO) fE (xo, xo + Ах) 内 的 平均 变化 率 , 它 表 示 在 (xo,xo + Ax) 内 f(x) 的 平均 变化 速度 . 
例 1 设 函 数 y=2x*， 试 求 y 在 x=5 时 的 边际 函数 值 . 
Ж 因为 y=4x， 所 以 ys=20 
该 值 表明 : 当 х=5 时 , x 改变 一 个 单位 (增加 或 减 小 一 个 单位 ), y 约 改 变 20 个 单位 ( 增 
加 或 减少 20 个 单位 ). 
边际 函数 在 经 济 学 理论 中 有 着 重要 的 应 用 ， 下 面 我 们 介绍 几 个 常见 的 边际 函数 . 在 第 
1 章 中 我 们 已 介绍 了 经 济 学 中 常用 的 几 个 函数 ， 这 里 我 们 再 来 讨论 这 些 函 数 的 具体 应 用 . 
1， 边 际 成 本 
边际 成 本 是 总 成 本 的 变化 率 . 
设 C 为 总 成 本 ，C 为 固定 成 本 ，C; 为 可 变 成 本 ， 世 为 平均 成 本 ，C' HARRE, О 
为 产量 ， 则 有 
总 成 本 函数 С=С(О)=С,+С,(О) 
PREM T-T- O 
边际 成 本 函数 C'=C'(O) 
如 已 知 总 成 本 C(Q) ， 通 过 除法 可 求 出 平均 成 本 C(O) %9, 


如 已 知 平均 成 本 C(O) ， 通 过 乘法 可 求 出 总 成 本 C(O)= QC(O) ; 
如 已 知 成 本 C(Q) ， 通 过 微分 法 可 求 出 边际 成 本 C' = СО). 


例 2 已 知 某 商品 的 成 本 函数 为 C= (O) =100+ Š, ЖО =10 时 的 总 成 本 ， 平 均 


成 本 及 边际 成 本 . 
2 
解 c=, 8, 有 
80.2. с.0, 
о 4 2 
则 当 D=10 时 ， 
总 成 本 C(I0) =125， 


平均 成 本 C(10)=12.5 ， 
边际 成 本 为 C'(10)= 5 . 


例 3 在 例 2 中 ， 当 产量 2 为 多 少时 ， 平 均 成 本 最 小 ? 
解 c- 0,1 "200 


令 G'=0, #02 = 400, 0=20 (О=-20@), 
С" (20)>0 
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所 以 ， 当 QO = 20 时 ， 平 均 成 本 最 小 . 

2. 收益 

平均 收益 是 生产 者 平均 每 售 出 一 个 单位 产品 所 得 到 的 收入 ， 即 单位 商品 的 售 价 . 边际 
收益 为 总 收益 的 变化 率 . 总 收益 、 平 均 收益 、 边 际 收益 均 为 产量 的 函数 . 

设 P 为 商品 价格 ，0 为 商品 量 ，R 为 总 收益 ， 刺 为 平均 收益 ， R' 为 边际 收益 ， 则 有 

需求 函数 Р=Р(О) 

总 收益 函数 R=R(O) 

平均 收益 函数 R= R(O) 

边际 收益 函数 R'=R'(Q) 

需求 与 收益 有 如 下 关系 : 

总 收益 R= К(0)=0:Р(О) 

平均 收益 -RO) = -a =PO) 

边际 收益 R' = R'(Q) 

总 收益 与 平均 收益 及 边际 收益 的 关系 为 : 


RO- 90), RO) = R(O)O 


а 设 某 产品 的 价格 和 销售 晤 的 关系 为 P= 10-2 , 
均 收益 与 边际 收益 . 
2 
解 总 收益 R(O)=O. Р)-1о0-©--12о 


求 销售 量 为 30 时 的 总 收益 ， 平 


平均 收益 R(Q) = P(Q) =10 -4 ‚ RG0)= 4 
边际 收益 R'(Q) -10- Q,R'(30) ) =-2 
з. 利润 
在 经 济 学 中 ， 总 收益 、 总 成 本 都 可 以 表示 为 产量 Q 的 函数 ， 分 别 记 为 R(O) 和 C(O)， 
WARNA LO 可 表示 为 ， 
1= ЦО) = К(О) – С(0) 
10) = R'(Q)- C'(Q) 
下 面 讨论 最 大 利润 原则 . 
Z(C) 取 得 最 大 值 的 必要 条 件 为 : L(O)=0， 即 R(O)= C(O) 
即 ， 取 得 最 大 利润 的 必要 条 件 是 : 边际 收益 等 于 边际 成 本 . 
ЦО) 取得 最 大 值 的 充分 条 件 为 :7L"(@)<0, Ш R"(@)<C"(@) 
即 ， 取 得 最 大 利润 的 充分 条 件 是 : 边际 收益 的 变化 率 小 于 边际 成 本 的 变化 率 . 


例 5 己 知 某 产 品 的 需求 函数 为 P=10- 人， 成 本 函数 为 C= 50+ 20 ， 求 产量 为 多 少 
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时 总 利润 工 最大? 
ж аятд=ю-®@, с(д)=50+20 
于 是 有 

о 
вО) =100-5, 


о 
10) = КО) -С(О) =80 225-50 
10)-в-20, 10)--2, 
45100) =0, 得 Q=20，L"(20) <0， 所 以 当 O=20 时 总 利润 最 大 . 
例 6 某 工厂 生产 某 种 产品 ， 固 定 成 本 20000 元 ， 每 生产 一 单位 产品 ， 成 本 增加 100 
ж. 已 知 收益 R 是 年 产量 Q 的 函数 
4000-10" ,，0<O<400 ， 
80000 ‚ O> 400 
问 每 年 生产 多 少 产 品 时 ， 总 利润 最 大 ?此 时 总 利润 是 多 少 ? 


解 根据 题 意 ， 总 成 本 函数 为 
C=C(Q)=20000+100 Q 


R=R(O) -| 


从 而 可 得 总 利润 函数 为 
L=L=L(Q)=R(Q)-C(Q) ) 


жыш , 0<0<400 


60000 -100Q ‚ 0>400 
ZO=RO-C(O) 
_ [30-0 , 0<0<400 
11-100 ‚ 0>400 


令 L(Q)=0， 得 Q=300. 
由 于 Z"(G300)=-1<0， 故 CO=300 时 工 最 大 . 此 时 
L(300) =90000- x90000 -20000= 25000. 
即 当 生 产量 为 300 个 单位 时 总 利润 最 大 ， 其 最 大 利润 为 25000 元 . 
4. 成 本 最 低 的 生产 量 问题 
在 生产 实践 中 ， 经 常 遇 到 这 样 的 问题 ， 即 在 既定 的 生产 规模 条 件 下 ， 如 何 合理 安排 生 


产能 使 成 本 最 低 ， 利 润 最 大 ? 
设 某 企 业 某 种 产品 的 生产 量 为 Q АЦ, СОО) 代表 总 成 本 ，C'(@O) 代表 边际 成 本 , 而 


生产 每 个 单位 产品 的 平均 成 本 为 G= СО), 由 C(O)=0.C(O) 可 得 
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C(O =C(0)+0.C (0) 
由 极 值 存在 的 必要 条 件 知 ， 使 平均 成 本 为 极 小 的 生产 量 О, 应 满足 
С(0)=0. 
上 式 导出 了 经 济 学 中 一 个 重要 结论 : 
使 平均 成 本 为 最 小 的 生产 水 平生 产量 Q, )， 正 是 使 边际 成 本 等 于 平均 成 本 的 生产 水 


平 〈 生 产量 ). 
例 7 设 某 产品 的 成 本 函数 为 C(O) = 54 +180 + 602 ， 试 求 使 平均 成 本 最 小 的 产量 水 平 . 


解 PRATO- = +18+60 


= 54 = 108 
CO +6, CO 


ФС (0)=0, 解 得 O=3 
由 于 ©гу=”>о 
所 以 OQ=3 是 平均 成 本 C(O) 的 最 小 值 点 ， 也 就 是 平均 成 本 最 小 的 产量 水 平 ， 此 时 
CG)=54=C'G) 

即 2=3 时 ， 边 际 成 本 等 于 平均 成 本 ， 也 使 平均 成 本 达到 最 小 . 

5， 库 存 管理 问题 

企业 为 了 完成 一 定 的 生产 任务 ， 必 须 保证 正常 生产 所 需 的 原材料 ， 但 是 ， 在 总 需求 一 
定 的 条 件 下 ， 订 购 费 用 与 保管 费用 是 成 反 向 变化 的 ， 订 购 批量 大 ， 订购 次 数 少 ， 订 购 费用 
就 小 ， 而 保管 费用 就 要 相应 增加 ， 反 之 ， 订 购 批量 小 ， 订 购 次 数 多 ， 则 订购 费用 大 ， 而 保 
管 费用 就 相对 较 少 了 . 因此 就 有 一 个 如 何 确定 订购 批量 使 总 费用 最 少 的 问题 ， 下 面 我 们 只 
研究 等 批量 等 间隔 进货 的 情况 ， 它 是 指 某 种 物资 的 库存 量 下 降 到 零 时 ， 随即 到 货 ， 库 存量 
由 零 恢 复 到 最 高 库存 Cu ， 每 天 保证 等 量 供应 生产 需要 ， 使 之 不 发 生 缺 货 ， 见 图 3.22. 





t (时 间 ) 
图 3.22 
假设 某 企 业 某 种 物资 的 年 需 用 量 为 R， 单 价 为 P， 平均 一 次 订货 费用 为 C， 年 保管 费 
用 率 ( 即 保管 费用 与 库存 商品 价值 之 比 ) XC, 订货 批量 为 O， 进 货 周期 为 T， 则 年 总 费 
用 CC 由 两 部 分 组 成 : 
1) 订货 费用 ” 因 按 假设 每 次 订货 费用 为 C ， 全 年 订购 次 数 为 ， 因此 订货 费用 为 
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2) 保管 费用 ” 因 进 货 周 期 〈 两 次 进货 间隔 ) T 内 都 是 初始 库存 量 最 大 ， 到 每 个 周期 末 
库存 量 为 零 ， 所 以 全 年 每 天 平均 库存 量 为 0， 因此 ， 保管 费用 为 了 OPC ， 于 是 总 费用 
C= S + lorc, 
由 于 C=C(Q)， 故 可 用 求 最 值 法 求 得 最 优 订购 批量 O* ， встав 以 及 最 优 进 


KAMT. 

在 经 济 学 中 ， 把 最 优 订购 批量 称 为 经 济 订购 批量 ， 在 经 济 订购 批量 处 ， 订 购 费 用 和 保 
管 费 用 之 和 即 总 费用 最 小 . 

BIS 某 种 物资 一 年 需 用 量 为 24000 件 ， 每 件 价格 为 40 元 ， 年 保管 费 率 为 12%， 每 次 
订购 费用 为 64 元 ， 试 求 最 优 订购 批量 ， 最 优 订购 次 数 ， 最 优 进货 周期 和 最 小 总 费用 《假设 
产品 的 销售 是 均匀 的 )、 

解 ” 设 最 优 订购 批量 为 o, 则 订购 次 数 为 2 ， 


24000 





于 是 订货 费用 为 64x , 保管 费用 为 了 Ox40x0.12: 


从 而 总 费用 C(O)=64X A +iox40x012 Я 


64x 24000 2х64х 24000 
一 一 一 Ail 


C(O)=- +20x0.12, C"(Q)= F 


64x 24000 


=800 / 批 ) 
20x0.12 во0 СР 


令 C(O)=0， #0-= 


又 因为 C"(800) >0, 
于 是 当 Q=800 件 时 总 费用 最 低 ， 从 而 
最 优 订货 批量 O* = 800 〈 件 / 批 ) 


最 优 订货 批 次 2000 -30 ( 批 年 ) 





最 优 进货 周期 360 -12 CR) (全 年 按 360 天 计 ) 
最 小 进货 总 费用 Crin =C(800) =3840 (70) 
3.5.2 函数 的 相对 变化 率 一 函数 的 弹性 
Т. 弹性 
前 面 所 谈 的 函数 改变 量 与 函数 变化 率 是 绝对 改变 量 与 绝对 变化 率 ， 我 们 从 实践 中 体会 


到 仅仅 研究 函数 的 绝对 改变 量 与 绝对 变化 率 是 不 够 的 . 例如， 商品 甲 每 单位 价格 为 10 元 ， 
涨 价 1 元 ， 商品 乙 每 单位 价格 为 1000 元 ， 也 涨 价 1 元 ,两 种 商品 的 绝对 改变 量 都 是 1 元 ， 
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但 各 与 原价 格 相 比 两 者 涨 价 的 百分比 却 有 很 大 的 不 同 ， 商 品 甲 涨 了 10%， 而 商品 乙 仅 涨 了 
0.1%. 因此 我 们 还 有 必要 研究 函数 的 相对 改变 量 与 相对 变化 率 . 
例如 ，y=x? 24 x 由 10 改变 到 12 时, y 由 100 改变 到 144, 此 时 自 变量 与 因 变量 的 绝 


对 改变 量 分 别 为 Ac=2，Ay =44, Wj X 20%, 27 44% . 这 表明 当 x 从 10 改变 到 12， 
x y 


x 产生 了 20% 的 改变 ，y 产生 了 44% 的 改变 ， 这 就 是 相对 改变 量 . 
S. 405.5 
Ax/x 20% 
这 表明 在 (10,12) 内 ，x 改变 1% 时 ，y 平均 改变 2.2% ， 我 们 称 它 为 从 x=10 到 x=12, 
函数 y=x? 的 平均 相对 变化 率 . 
定义 2 у= f(x) 在 点 x= zx 处 可 导 ， 函 数 的 相对 改变 量 
Ay _ fo +Ах)- fo) 
» So) 


S 8809408 ae SE 之 比 US PAEA x = S| = x + Ar ЛИНИН 
3 3 





变化 率 , 或 称 两 点 间 的 弹性 . 当 Ax — 0 Bf, Lus fo) 在 x= 居 处 的 相对 导数 ， 
0 








也 就 是 相对 变化 率 ， 或 称 弹性 ， 记 作 人 | 或 丸 C2). 
Бк Exo 
Еу) р Д/о Aym y Xo 
时 = асу Ах» J СУ) 


х=җ, 


Эх, ЭШ, = 为 定 值 . 


х= 


对 一 般 的 x， 若 f(x) 可 导 ， 则 有 





是 x 的 函数 ， 称 为 fO) 的 弹性 函数 . 
函数 ГОНЕ Ё fa) 反应 了 随 着 x 的 变化 /(х) 变化 的 幅度 的 大 小 ， 也 就 是 
fO) x 变化 反应 的 强烈 程度 或 灵敏 度 . 
E Ja) ЗЕ х = xv Bb, 4 x Е 1% 的 改变 时 ， Гоу 2 узуу, 在 
应 用 问题 中 解释 弹性 的 具体 意义 时 ， 我 们 略 去 “近似 ”二 字 . 
注意 两 点 间 的 弹性 是 有 方向 的 ， 因 为 这 里 的 “相对 性 ” 是 针对 初始 值 而 言 的 . 
例 9 求 函 数 y=3+2x 在 x=3 处 的 弹性 . 
解 у=2 
Еу „х__2х_ Еу| _ 2x3 
Er y 3+2x 25|, 3+2х3 





22 
s. 
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例 10 求 宕 函数 ?= ° (а 为 常数 ) 的 弹性 函数 . 
Ж 风 =axc 


Бу et ыш 
Ех g 


可 以 看 到 ， 军 函数 的 弹性 函数 为 常数 ， 即 在 任意 点 处 弹性 不 变 ， 所 以 称 为 不 变 弹性 函数 . 

2， 需 求 弹性 与 供给 弹性 

(1) 需求 弹性 

“需求 ”是 指 在 一 定价 格 条 件 下 ， 消 费 者 廊 意 购买 并 且 有 能 力 购买 的 商品 量 ， 通 常 需 
求 是 价格 的 函数 ，P 表示 商品 的 价格 ，O 表示 需求 景 ，O ЛОР) 称 为 需求 函数 . 

一 般 而 言 ， 商 品 价格 低 ， 需 求 大 ， 商 品 价格 高 ， 需 求 小 .因而 一 般 需求 函数 O = fP) 
是 单调 碱 少 函数 . 

定义 3 设 菜 商品 的 过 来 函数 OS (PEPATE, 00 = -7(P) 为 商品 在 价格 


2 
为 P 时 的 需求 价格 弹性 或 简称 需求 弹性 ， 记 为 7 ， 即 


=- -frp È 
n=- /Pg 


需求 弹性 可 以 衡量 需求 的 相对 变动 对 价格 相对 变动 的 反应 程度 . 


Р 
例 11 已 知 某 商品 的 需求 函数 DO=e 19, 求 P=5,P=10,P=15 时 的 需求 弹性 并 说 明 其 
ЖХ. 
р 
М 2 = 7(P)= -证 e 5 ， 和 需求 函数 为 
WP 
OE SE 
єл 


1(5) = 0.5, 89 P=5 时 ， 价 格 上 涨 1%， 需 求 量 减少 0.5%. 

n00)=1, WB P=10 时 ， 价 格 与 需求 的 变动 幅度 相同 . 

7(15)=1.5 ， 说 明 P=15 时 ， 价 格 上涨 1%， 需 求 量 减少 1.5%. 

由 此 例 可 以 看 出 ， 当 刀 <1 时 ， 和 需求 的 变动 幅度 小 于 价格 的 变动 幅度 ; 当 = 1 时 ， 需 求 
的 变动 幅度 等 于 价格 的 变动 幅度 ， 当 n>1 时 ， 需 求 的 变动 幅度 大 于 价格 的 变动 幅度 . 

(2) 供给 弹性 

“供给 ”是 指 在 一 定价 格 条 件 下 ， 生 产 者 愿意 出 售 并 且 有 可 供出 售 的 商品 量 ， 通常 供 
给 是 价格 的 函数 ，P 表示 商品 的 价格 ，Q@ 表示 供给 量 ，O= @(P) 称 为 供给 函数 ， 

一 般 而 言 ， 商 品 价格 低 ， 生 产 者 不 愿 生产 ， 供 给 少 :商品 价格 高 ， 供 给 多 ， 因 而 一 般 
供给 函数 为 单调 增加 函数 . 

我 们 用 DD 表示 需求 曲线 ， 用 S 表示 供给 曲线 ， 如 图 3.23. 


定义 4 设 某 商品 的 供给 函数 QO=p(P) 在 处 可 导 ， TE TO PVE AREEN 
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P 的 供给 弹性 ， 记 作 a(P)， 即 
-E2 -„(руР 
an SA 


(3) 均衡 价格 
均衡 价格 是 市 场 上 需求 量 与 供给 量 相 等 时 的 价格 .在 图 3.24 中 是 在 需求 曲线 D 与 供给 
曲线 S 相交 点 处 的 横 坐 标 P= 成， 此 时 需求 量 与 供给 量 为 O, ， 称 为 均衡 商品 量 . 





图 3.23 
P< ñ Rt, 如 图 3.25 H P= R Ж, 此 时 消费 者 希望 购买 的 商品 量 为 G。， 生 产 者 愿意 
出 卖 的 商品 量 为 G; ，@s <Qp， 市场 上 出 现 “ 供 不 应 求 ”， 商 品 短缺 ， 会 形成 抢购 ， 黑 市 等 


情况 ， 这 种 状况 不 会 持久 ， 必 然 导致 价格 上 涨 ，P 增加 . 
МР> А, Ш 3.26 中 尸 = 及 处 ， 此 时 Oo<@s ， 市 场 上 出 现 “ 供 过 于 求 ” 商品 洁 


销 ， 这 种 状况 也 不 会 持久 ， 必 和 然 导致 价格 下 跌 ，P 减 小 . 
总 之 ， 市场 上 商品 价格 将 围绕 均衡 价格 摆动 . 





Po 





图 3.25 


9112 设 某 商 品 的 需求 函数 QO=b-aP ，(a,b > 0) 供给 函数 为 
Q=cP-d, (cd>0) 


求 均衡 价格 已. 
解 由 b-aR =cR-d 解 得 P,= 


3. 边际 收益 与 需求 弹性 的 关系 
由 于 R= РО = Br(P) ， 而 边际 收益 


m SAPP Ar уу л). 


b+d 


atc 





SP) 
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由 此 可 知 ， 当 m(P)<1 时 ，R'>0，RR 递增， 即 价格 上 涨 会 使 总 收益 增加 ; 价格 下 跌 


会 使 总 收益 减少 . 
当 m(P)=1 时 ，R'=0，R 取得 最 大 值 . 
当 n(P) >1 时 ，R' <0，R 递减 , 即 价格 上 涨 会 使 总 收益 减少 , 而 价格 下 跌 会 使 总 收益 增加 . 
在 经 济 学 中 , 将 7(P) <1 的 商品 称 为 缺乏 弹性 商品 , ЖЕР) =1 的 商品 称 为 单位 弹性 商 
iho TKE NCP) >1 的 商品 称 为 富有 弹性 商品 . 


习题 3.5 


1. 某 化 工厂 日 产能 力 为 1000 吨 ， 每 日 产品 的 总 成 本 С 单位: л) 是 日 产量 x ( 单 
位 : ph) 的 函数 





C=C(x)=100+7x+50Vx хє [0,1000], 
(1) 求 当日 产量 为 100 吨 时 的 边际 成 本 ; 
(2) 求 当日 产量 为 100 吨 时 的 平均 单位 成 本 . 
2. 某 产品 生产 x 单位 的 总 成 本 C 为 x 的 函数 
C=C00=1100r-— 


(1) 求生 产 900 单位 时 的 总 成 本 和 平均 单位 成 本 ; 
(2) 求生 产 900 到 1000 单位 时 总 成 本 的 平均 变化 率 ; 
(3) 求生 产 900 单位 和 1000 单位 时 的 边际 成 本 . 
3， 设 某 产品 生产 x 单 位 的 总 收益 R 为 x 的 函数 
R = R(x) =200x 一 0.012， 
求生 产 50 单位 产品 时 的 总 收益 及 平均 单位 产品 的 收益 和 边际 收益 
4. 生产 某 种 商品 x 单位 的 利润 是 L(x) =5000+x 一 0.00001x? (元 )， 问 生产 多 少 单位 时 ， 
获得 的 利润 最 大 ? 
5， 某 厂 每 批 生产 某 种 商品 x 单 位 的 费用 为 C(x)=5x+200 (元 )， 得 到 的 收益 是 
R(x)=10x~0.01x? (元 )， 问 每 批 应 生产 多 少 单位 时 才能 使 利润 最 大 ? 


6. 某 商品 的 价格 P SERE О 的 关系 为 P=10-2, 

(1) 求 需求 量 为 20 及 30 时 的 总 收益 R， 平 均 收 益 及 及 边际 收益 R'，; 

(2) 当 吕 为 多 少时 ， 总 收益 最 大 ? 

7， 某 商品 的 成 本 函数 为 ”C=15C 一 602+9O? ， 

(1) 生产 量 为 多 少时 ， 可 使 平均 成 本 最 小 ? 

(2) 求 出 边际 成 本 ， 并 验证 当 平均 成 本 达 最 小 时 ， 边 际 成 本 等 于 平均 成 本 . 

8. 某 三 生产 B 产品 ， 其 年 销售 量 为 100 万 件 ， 每 批 生产 需 增加 生产 准备 费 1000 元 ， 
而 每 件 库存 费 为 0.05 元 ， 如 果 产 销量 是 均匀 的 (此 时 商品 的 平均 库存 量 为 批量 的 一 半 )， 
问 应 分 几 批 生产 ， 才 能 使 生产 准备 费 及 库存 费 之 和 为 最 小 ? 
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9. 某 公司 年 销售 某 商品 5000 台 ， 每 次 进货 费用 为 40 元 ， 单 价 为 200 元 ， 年 保管 费 
用 率 为 20%， 求 经 济 订购 批量 〈 即 最 优 订购 批量 ) ? 
10. 某 厂 全 年 生产 需 用 甲 材料 5170 吨 ， 每 次 订购 费用 为 570 元 ， 每 吨 甲 材 料 单价 及 
库存 保管 费用 率 分 别 为 600 元 ，14.2% 
(1) 求 最 优 订购 批量 ; 
(2) 求 最 优 订购 批 次 ; 
(3) 求 最 优 进货 周期 ; 
(4) 最 小 总 费用 . 
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ж | 拉 格 明日 定理 | сепа pu, вло 0-79) 
m 
| u Feb) 
мавт |O; к 在 闭 区 问 [a.b1 上 连续 , 开 区 0 
š Ў gË) 806) - (а) 
| 
ж | 0 TO 50 WT 
| теш | 2 Мно _ | 人 了 委员 
| 
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复习 题 3 


1. 说 明 在 闭 区 间 [0,.1] 上 柯 西 定理 对 于 函数 /(x) =, g(x) =? 为 什么 结论 不 成 立 . 
2. 设 L + 也 +…+a=0， 
n+l n 
试 证 方程 aox" +ax" +-+ а„ =0 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 根 . 
лн л 2 

= _аух арх" ах ах 
(提示 : EBkoa Е sa ) 
з. 利用 洛 必 达 法 则 求 极限 . 


x —arcsin x 








a) lim 25 
=» sinr 


(2) lim = (a>0,n 为 正 整数 ); 
— 


(3) lim (ax"”+ax"l+..+a,x+a,): 
хэне 








' i 
+ = 7 
(4) lim (= = J : (5) if na) : 
mel 2x1 => b" - xInb 
(a+ x)" -a В 1 1 
(6) lim 一 一 一 一 一 ; (7) lim| —— = -— |: 
= x oO In(x+ у х2) Ш@+х) 
Жс 1 
(8) іт 05: (9) (5-05). 
хэ? y! хэ) х 


4. 作 下 列 函数 的 图 形 . 


ї+хү' х 
a) y=| 一 -| ， (2) у= š 
z (=s) Усту 





5. 某 公司 销售 甲 商 品 a 件 ,每 次 购 进 的 手续 费 为 b 元 ， 而 每 年 的 库存 费 为 c 元 ,在 该 
商品 均匀 销售 的 情况 下 , 问 该 公司 应 几 批 购 进 此 种 商品 , 能 使 所 花 的 手续 费 及 库存 费 最 少 ? 


6， 某 商品 的 平均 成 本 为 
C=1+120C =1+12003 -60° , 
(1) 求 平均 成 本 的 极 小 值 ; 
(2) 求 总 成 本 曲线 的 拐点 ; 
(3) 说 明 总 成 本 曲线 的 拐点 为 边际 成 本 曲线 的 最 低 点 . 
7， 讨 论 需 求 函 数 Q= 44° +36P2 + РУ (b>0) 的 单调 性 、 思 向 及 拐点 . 


8. 设 某 产 品 的 销售 价 为 每 单位 5 元 ， 可 变 成 本 每 单位 3.75 元 ， 以 10 万 元 为 单位 的 销 


售 收入 R 和 广告 费 4 之 间 有 关系 


1 
R=1042 +5, 
试 求 可 使 利润 为 最 大 的 最 优 广告 支出 . 
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测试 题 3 
1. 填空 
OERA S= пзп х ЕСЦ, Еа аа W= 


(2) 若 函数 f(x) = 4х 在 区 间 [0,1] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 , NE= А 
G) 设 函数 f(x) EA xo ВЕ ИЙ, Н /'(х)=0, 70) 0, ДМ Ух) <0 





时 , /f(xo) 为 函数 的 (8, ухо) >08, fo) О 值 . 
(4) ЖНА у = f(x) 在 (a,b) 内 是 四 的 ， 且 f(x) 的 二 阶 导数 存在 ， 则 不 等 式 "(x) 
0 成 立 . 


(5) 车 函数 y= f(x) 在 点 xo 处 的 二 阶 导数 存在 ， 且 (хо, (xo) 是 曲线 的 拐点 ， 则 
1oo)=- HE EARN, A 
《6) 若 对 任意 的 xE(e,b) 有 f'(x) > 0 , 则 函数 f(x) 在 (a,b) 内 


2 
(7) йа у= 2 пена 


(8) 对 任意 的 xER， 有 六 (xz) = a, 则 f(x)= 

2. 判断 

СТ) 车 函数 /(х) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 ， 且 f(a) = f(b)， 则 至 少 存在 一 点 4 € (ab) AE 
Р) =0. 

(2) Ж у(х) =0, Н /"'(х)>0, АЈ f(x) ИМ. 

G) 车/"(ww)=0， 则 (xo，f(w0)) 是 曲线 y= f(x) 的 拐点 . 

(4) 若 zo 为 可 导 函 数 的 极 值 点 ， 则 六 oo)=0. 

(5) 函数 f(x) 在 闭 区 间 [a,5] 上 的 最 大 值 必 是 它 的 极 大 值 . 

(6) 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 极 大 值 必 大 于 它 的 极 小 值 . 

(7) 函数 f(x) 在 (a,b) 内 连续 且 可 导 ， 则 至 少 存在 一 点 < ， 使 





/@®)- /(а)= (Ф -а). Ç ) 
(8) 车 函数 f(x) 在 (a,b) 内 连续 可 导 ， 旦 /'(х)>0,у(ау=0, WYE у(х)>0. 
{: š 
(9) 车 /"(w)=0 或 不 存在 ， 则 f(x.) 必 为 极 值 . £ y 
x 31 2xsinl -cosl 
(10) lim = im ——5 Хх, ©) 
хәб sinx Ax—0° cosx 
3. 选择 
С) 车 函数 f(x) Elab] EE, Яа БАТ, На<х<х, <46, 则 至 少 存在 一 点 ， 
使 得 下 式 成 立 的 是 ко). 


A) f(b)- f(a)= /'(®У(%-а),ё& Є (а,Ь) 
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В) f@)-f(a)=f'éXb-a), & Ehn) 
С) Јо) - о) О а), ç Elab) 
D) Јо) - ЛО) ОЮ А), £ € (,x;) 


(2) 函数 y=ln(1+ x?) 的 单调 增加 区 间 是 w (CY 
A) (-ю,+ә) В) (-,0) 
С) [0,+o] D) 以 上 都 不 对 


(3) 下 列 结论 中 不 正确 的 是 ). 
А) 若 /"(%o)=0,/"(xo)=0, 则 不 能 确定 点 x 是 否 为 函数 的 极 值 点 
В) 若 点 是 函数 f(x) 的 极 值 点 ， 则 f(x。)=0 或 "(xo) 不 存在 
C) 函数 f(x) 在 区 间 (а,Ь) 内 的 极 大 值 一 定 大 于 极 小 值 
D) /'(х)=0 Ж f'o) 不 存在 的 点 ao, 都 可 能 是 函数 的 极 值 点 


(4) 了 "(ww)=0 是 函数 f(x) 在 点 x 取得 极 值 的 Ck 
A) 充分 条 件 B) 必要 条 件 
C) 充分 必要 条 件 D) 无 关 的 条 件 

(5) 函数 f(x) = 人 在 区 间 [-1,1] 上 的 最 大 值 是 с ). 
А-1 B) 0 

5 

с) + D) 5 

(6) 若 M 和 m 分 别 是 函数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 的 最 大 值 和 最 小 值 , /'(x) 存在 , Н. M=m, 

0 是 [a,b] 内 的 任 一 点 ， 则 

A) /')=0 В) /'(х)>0 
С) /'(%)<0 D) 以 上 都 不 对 

(7) У) = (х х – 20-3004), 方程 1'(x6)=0 Ç 3 


A) 有 四 个 实 根 ， 分 别 为 1、2、3、4 
B) 有 三 个 实 根 ， 分 别 位 于 (1,2) (2,3) 和 (3,4) 之 内 
С) 有 两 个 实 根 ， 分 别 位 于 (2,3) (3,4) 之 内 
D) 有 一 个 实 根 ， 位 于 (2,3) 之 内 
(8) 若 对 任意 的 xe(a,b)， 有 f(x)= g'(x) , 则 0-3; 
А) 对 任意 的 xe(a,b)， 有 f(x) = g(x) 
B) FE x, € (а,Ь), (Ë f(x.) = g(xo) 
С) 对 任意 的 xe(a,b)， 有 f(x)=g(x)+Co。( Co 为 某 一 常数 ) 
D) 对 任意 的 xe(a,bp)， 有 f(x)=g(x)+C(C 为 常数 ) 
(9) 函数 f(x) = 3х° — 5x) E (—o ноо) ру Ë "3 
A) 四 个 极 值 点 B) 三 个 极 值 点 
C) 二 个 极 值 点 D) 一 个 极 值 点 
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(10) 函数 f(x) = In(1 + х2) Æ (—o ,+0) K 





A) 没有 拐点 B) 有 一 个 拐点 
С) 有 两 个 拐点 D) 有 三 个 拐点 
4. 计算 题 
D lim N+, (у | ! -1), 
х90 x хэ n+x) x 
m l-2sinx i 2} 
(3) КОСТИ : (4) lim(+ x°) З 


5， 作 出 函数 f(x) = 3-х ЮЕ. 
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第 4 章 不 定 积分 


本 章 学 习 目 标 


理解 原 函 数 和 不 定 积分 两 个 基本 概念 

热 练 掌握 基本 积分 公式 

热 练 掌握 第 一 类 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 

掌握 第 二 类 换 元 积分 法 (限于 三 角 代 换 、 根 式 代 换 ) 
会 查 积分 表 


4.1 不 定 积分 的 概念 与 性 质 


411 ” 原 函数 与 不 定 积分 的 概念 


1， 原 函数 的 概念 

定义 1 设 函数 f(x) 是 定义 在 某 区 间 上 的 已 知 函数 ， 如 果 存在 函数 F(z) ， 使 得 对 于 该 
区 间 上 任 一 点 x 都 有 

F'(x) = f(x) 或 dF(x)= f(x)dx 

则 称 F(x) 是 f(x) 在 该 区 间 上 的 一 个 原 函 数 . 

Жш, (?у=2х, HJ JE 2x 的 一 个 原 函 数 ， 同 样 (xz 0) = 2x ， 可 知 (xz2+D 也 是 2x 
的 一 个 原 函 数 , 所 以 2x 的 原 函数 不 惟一 . 显然 , # C 为 任意 常数 , (x* + C) = 2х, BD (x? +С) 
也 是 2x 的 原 函 数 ， 这 就 是 说 2x 的 原 函 数 有 无 数 多 个 . 

JG) 的 原 函 数 不 惟一 ， 那 么 彼此 之 间 有 下 列 关系 . 

定理 若 F(x) 为 f(x) 的 原 函 数 ， 则 F(x)+C Ж /(х) 的 全 部 原 函数 〈C 为 任意 常数 ). 

证 明 由 于 F'(x)= f(x)， 对 任意 常数 C 有 [F(x)+C] = Р(х) = /(х) 
所 以 函数 族 F(x) +C 中 的 每 一 个 函数 都 是 f(x) 的 原 函 数 . 

另外 , 设 ГО) ARER Сбх), В С'(х) = f(x) , 则 由 (F(x)-G(x)) =0 知 , Fx) - GG) =C , 
即 G(x)=F(x)+C， 即 f(x) 的 任意 原 函 数 都 可 表示 成 F(x) +C 的 形式 , 因此 ，F(x) +C 包含 
ТЛ) 的 所 有 原 函 数 . 

2. 不 定 积分 的 概念 

定义 2 车 Fw) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 则 f(x) 的 全 体 原 函 数 F(x) +C 称 为 f(x) 的 不 定 


P зад [лоас ар 
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Јоах=ғо)+ ё; 
上 式 中 四 做 积分 号 ， ЛО) 叫做 被 积 函 数 ， fO) ах 叫做 被 积 表达 式 , x 叫做 积分 变量 ， 
任意 常数 C 叫做 积分 常数 . 


由 定义 知 ， 求 f(x) 的 不 定 积分 只 需求 出 它 的 一 个 原 函 数 ， 再 加 上 任意 常数 C 即 可 . 
例 1 求 下 列 不 定 积分 


D ра: (2) (аха: (3) ж fia. 
x 
解 а) 因为 Gx) = Et 
(2) 因为 (-cosx) =sinx， 所 以 [sinxdr=-cosx+C. 


(3) 当 x>0 时 ， (na =L, 


当 x<0 时 ， [no] = 去 .CD- 
所 以 [1&=щщ+с. 
x 


3. 不定 积分 与 微分 的 关系 


求 不 定 积分 的 方法 称 为 积分 法 以 上 几 例 中 被 积 函数 的 形式 比较 简单 ， 通 过 观察 即 可 
找 出 它 的 一 个 原 函数 ， 但 一 般 来 说 ， 被 积 函数 的 原 函数 是 不 易 观察 到 的 ， 因 此 ， 我 们 要 研 


究 寻 找 原 函数 的 方法 ， 由 原 函 数 和 不 定 积分 的 定义 知 微分 与 积分 是 互 着 的 运算 ， 它 们 之 间 
的 关系 可 表述 如 下 : 


D [Í eye] лоо a| frod] лода 
D рода РО) R [aro = О) +С 
442 不 定 积分 的 基本 积分 公式 


由 基本 导数 公式 可 以 相应 地 得 到 下 列 基本 积分 公式 . 
a) Pbac= sc (C 为 常数 ); 


о) 人 “a= = 
Л 


G) Герс: 





хий +С (дж-1): 


(4) [a= +c; 


(5) fea a+c (a>0,a#1); 


(6) Jeosxdr =sint C; 
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(7) |ѕіпхах = –соѕх+С; 





(8) === [see ae=tanx+ C; 





(9) f de= fosc? xde =-cotx +C; 
sin“ x 
(10) fsecxtan xdr =secx +C; 


(11) |cscxcotxde=-cscx+C; 
1 
(12) [——ух=всшвх+С: 
1+х 


1 
УЧ1-х? 
以 上 基本 公式 在 求 积分 时 经 常会 用 到 ， 因 此 必须 热 记 . 


413 不 定 积分 的 性 质 


性 质 1 被 积 函数 中 非 零 常数 因子 可 提 到 积分 号 外 ， 即 
Јода ffod (к=). 
性 质 2 两 个 函数 代数 和 的 不 定 积分 ， 等 于 各 函数 不 定 积分 的 代数 和 ， 即 
По) + воду [fa feod. 
此 性 质 可 推广 到 有 限 多 个 函数 的 情形 . 
利用 基本 积分 公式 和 不 定 积分 的 性 质 可 求 得 一 些 函数 的 积分 . 
例 2 ж je +22-х+5)&. 
解 je +2 -x+ 5) = ра+ ha- fides ра 
= fedr fd- xde +5 [ас 
ЖУСУ 


-1и.23 lo +5х+С. 
4 3 2 


说 明 ” 逐 项 积分 后 ， 每 个 积分 结果 中 均 含有 一 个 任意 常数 .由 于 任意 常数 之 和 仍 是 任 


аз) х = arcsin x + C . 





意 常数 ， 因 此 不 必 每 一 个 积分 结果 都 “+C”， 只 要 在 总 的 结果 中 加 一 个 任意 常数 C 就 行 了 . 


例 3 Ж |cot? хах. 
解 Јоха [es x- Ddr = fosc? xdr- [ж=-сих-х+с. 


例 4 求 si žar. 





w eje ke aso 


== lsnx+C. 
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ms Rf 


х(1+ х2) 

1 1 1 
ШЕРОН f. Ра 
hrst [5 тыз) 


1 1 1 
=—>4&- dx=-—-arctanx+C . 
F [те х 








例 3、4、5 在 基本 积分 公式 中 没有 相应 的 类 型 ， 但 经 过 对 被 积 函数 的 适当 变形 ， 化 为 


基本 公式 所 列 函 数 的 积分 后 ， 便 可 逐 项 积分 求 得 结果 . 
例 6 设 某 厂 生产 某 种 商品 的 边际 收入 为 R(C) = 500-20, єн Q 为 该 商品 的 产量 ， 


如 果 该 产品 可 在 市 场 上 全 部 售 出 ， 求 总 收入 函数 . 
解 因为 R(O)=500-20 ， 两 边 积分 得 


О) = [куо = fs00-20)a0 
=5000-0° +C 
又 因为 当 Q =0 时 ， 总 收入 R(0)=0， 所 以 C=0. 
总 收入 函数 为 R(Q) = 5000-0? . 
414 不 定 积分 的 几何 意义 


ЖРО) Ж УО) 的 一 个 原 函数 ， 则 曲线 y = F(x) 称 为 fO) 的 一 条 积分 曲线 ， 将 其 沿 y 
轴 方 向 任意 平行 移动 ， 就 得 到 积分 曲线 族 ， 在 每 一 条 积分 曲线 上 横 坐标 相同 的 点 x 处 作 切 
线 ， 这 些 切 线 都 是 相互 平行 的 ， 如 图 4.1. 





图 4.1 


不 定 积分 人 rear 在 几何 上 就 表示 全 体积 分 曲线 所 组 成 的 积分 曲线 族 ， 它们 的 方程 为 
y=F(x)+C. 
例 7 求 过 点 (L3)， 且 在 点 (cy) 处 的 切线 斜率 为 3 的 曲线 方程 . 
解 ” 设 所 求 曲线 方程 为 ?= Р(х), Ву = Е'(х)=3х? 
由 不 定 积分 定义 ， 有 
Р(х)= Í зае +С, 
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因 所 求 的 曲线 过 点 (13)， 代 入 ， 则 3=1+C ， 即 C=2， 


于 是 所 求 的 曲线 方程 为 
у=+2. 
习题 4.1 
1， 一 曲线 过 点 (e2) ， 且 过 曲线 上 任 一 点 的 斜率 等 于 该 点 横 坐标 的 倒数 ， 求 该 曲线 的 
ъв. 
2. 求 下 列 不 定 积分 : 
D реза: (2) [asinx+2cosmar， 
(3) [О + see Dar; (4) (ўе: 
2 
с) Јер (6) E) d: 
x 
2 
т) (2+2) в: (8) р, 
х3 x +1 
(9) fotra, ао fa 
Cos х cos“ xsin“ x 


42 不 定 积分 的 换 元 积分 法 


利用 基本 积分 公式 及 性 质 ， 只 能 求 一 些 简单 的 积分 ， 对 于 比较 复杂 的 积分 ， 我 们 总 是 
设法 使 其 变形 , 成 为 能 利用 基本 积分 公式 的 形式 ， 再 求 出 其 积分 ， 下 面 将 介绍 换 元 积分 法 


421 第 一 类 换 元 积分 法 “ 澳 微 分 法 ) 
例 1 求 feos2xae 
解 在 基本 积分 公式 中 没有 这 个 积分 ， 与 其 相似 的 是 


јох =sinx+C 
而 Роха = Jeos2xa2x 
作 变 量 代 换 w=2x ， 则 有 
Jeos2xa2x = Jeosuan =sinu+C 

再 还 原 2x =u 得 heos2xde= sin2x+c . 

验证 : 因为 sin2x+ С) = 2cos2x ， 所 以 上 述 积分 结论 正确 . 

由 上 例 可 看 出 ， 对 于 不 能 直接 使 用 基本 积分 公式 求解 的 积分 ， 可 以 通过 适当 的 变量 代 
换 将 其 化 成 基本 公式 中 已 有 的 形式 ， 求 出 积分 后 ， 再 还 原 为 原 积分 变量 . 这 种 方法 称 为 第 
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一 类 换 元 积分 法 ， 也 称 “ 凑 微分 ”法 . 


定理 1 设 函数 /(w) 连续 ，u= p(x) 具有 连续 的 导数 ， 且 |/(w)du=F(w)+C， 则 


fe a= Flo + C 
证 р Јуди Ра) +С, Ри) = уи), РЕ 
FION = F'O: р) = Ри) ФО) 
= уш) ф(х) = Леб) 
故 积分 лобода = Роб) + СЗ. 
应 用 定理 1 求 不 定 积分 的 步 又 为 
ГЫ 
[сд песо оа foa) 
变量 代 换 
Ф(х)=и 





Још = Fe) + c—28 Foo +C 
u= ф(х) 
例 2 R fOr d 


解 [d= [Ea 





Шы 变量 代 换 
=l (r+ d(x+ l faa 
2 2x+4=u2 





1l зч ы | 7 
= 二 :一 一 С = Я 
pi + np pr gA +C 
йз R frede. 
є пеат [ed ден! a 
х? =u 
还 原 
sle +c=—l e +C. 
Pg 
在 运算 熟练 后 ， 积 分 过 程 中 的 中 间 变量 u 可 不 必 写 出 . 
例 4 R fianzas. 
解 апла Ја тха 
cosx cosx 
el 
kz 
=-—In|cosx|+C 


类 似 地 ， соха аріп С. 
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此 外 还 可 以 得 到 一 组 积分 公式 : 


(CD ааа (a>0); 
q+tx а a 





žc (а>0): 


Ф š 
Пт” 


1 1, |x-a 
аир c #0); 
Ө? F 2а |х+а М (a20) 


(4) |cscxde=In|escx-cotx|+C; 


(2) 











(5) |зесхах =Inlsecx+tanx|+C. 
422 第 二 类 换 元 积分 法 
第 一 类 换 元 积分 法 是 选择 新 的 变量 w= р(х), ， 但 对 于 某 些 积分 ， 如 [NVa гак, 
dx dr = 
， | 一 -天 等 ， ‚ B| = , иі 
== 7% 则 需要 作 相 反 的 代 换 ， 即 令 x = p(t) ， 为 此 介绍 第 二 类 换 元 积分 
法 〈 主 要 是 去 掉 根 号 ). 


1 
例 5 ж ———&. 


E 此 积分 的 问题 是 分 母 含有 根 式 ， 先 作 变 换 把 根 式 去 掉 ， 
= үх+1, Шх=?-1, а=, TJ. 


& Ud 1-1 1 
kain aft а-э[1- а 
=2ја-2 |а 








=21-2In|t+ll+C=2Vx+1-2In(Vx+1+D)+C. 
从 例 5 中 可 知 ， 对 不 能 用 基本 公式 、 性 质 和 凑 微分 法 求解 的 不 定 积 分 ， 若 能 选择 适当 
的 变换 将 [oaza [Ләшр'оа ， 而 后 者 易 求 得 ， 这 就 是 第 二 类 换 元 积分 法 . 
定理 2 х= () 是 单调 可 导 的 函数 ， 且 g'(1)z0， 且 [лер оа =F(0)+C 
那么 
Јо лода 0) +С = Fp +. 
应 用 第 二 类 换 元 法 求 不 定 积分 的 步骤 为 


Jreoa | — лорда = fgoz=rorc 
x=@() 


Flp (0]+C. 





Ф@)=х 
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Me alpa 
2 
解 为 消去 根 式 ， 令 ZI Шх= =, фй, 
于 是 


== = Ёа fe -par-tre -+c 
роту 2 Yari+C 
例 7 ж |Уа?-х?ах, (а>0). 
Ж Фх=аыпи, (-=<и<5), Wdr=acosudu, Ма? -xë асови, FÆ 
Ма-а = fa? cos? udu 
为 把 5 还 原 成 x 的 函数 ， 作 一 个 辅助 直角 三 角形 ， 如 图 4.2 所 示 ， 于 是 


а? - х? 


2 2 
du = 全 w+ 信和 2 +C. 


cosu = 
а 


зїп 2и = 2зїпи-сози 
х 

=2.Х. 

а 
2 


因此 (Ма? -x Tao aresin + LT -xX +C. 





махі 
42 


类 似 地 还 可 得 到 下 列 公式 : 
(6) Бе. (а>0) (TẸ x=atanu ); 








d _ [2 s 
(7) + х -а|+с, (а>0) (可 令 x=asecu ). 


以 上 (1) 一 (7) 可 作为 公式 ， 例 5 及 例 6 为 根 式 代 换 ， 例 7 所 用 的 变换 称 为 三 角 代 
换 ， 这 是 第 二 类 换 元 法 常用 的 变量 代 换 . 
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习题 4.2 
1. 求 下 列 不 定 积分 . 
a) јаза: O) JeosGx -Dar: 
x 3x? 
: (4) [= |; 
G) t nF 
(5) fre” de: (6) (52; 
esas 
0) a: (8) 2% 
ha ет 
2 
1 
(9) [2х k, ao) Ф 
1+tanx xy1+lnx 
с — P 
ар 2, a» EH y, 
l+x 1+cosx 
Ух 
1 1 
13) [жк (14) [tan-ar. 
аз Ё : 1 fam; 
2. 求 下 列 不 定 积分 . 
D а: D >=, 
1+V3x Px 
& 
(3) —х, (4) 
М +ах+5 = 
J 2 / 2 _ 2 
(5) k (6) PS = — ak, @>0). 
x 
3。 求 下 列 不 定 积分 . 
A) frede; 2) Гепа, 
G) [e nx: (4) arctan xdr ; 
(5) fead: (6) fesa. 
4. 求 下 列 有 理 函 数 与 三 角 函 数 有 理 式 的 积分 . 
х? х+1 
1 : 3.2 08 
Fat к; kS 
o L, w [хм 
2+cosx 1+sinx 


5. 利用 积分 表 求 下 列 积分 . 


o 324, (2) рова 
x 
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43 分 部 积分 法 


换 元 积分 法 是 一 个 很 重要 的 积分 方法 ， 但 对 于 类 似 于 |x -edr 和 Í sinx- e* dx 的 积 


分 ， 换 元 积分 法 就 无 法 解决 ， 为 此 我 们 引入 分 部 积分 法 . 
设 w=wu(x)，v=v(x) 具有 连续 导数 ， 由 于 d(wuv) =vdu+udv ， 移 项 ， 得 


udy = d(uv) — уйи. 
两 边 对 x 积分 ,得 
fiw=w- фа , 
或 
[у&=ш- fa ç 


这 就 是 分 部 积分 法 公式 ， 它 可 以 将 求 [va 的 积分 转化 为 求 ра 的 积分 . 
例 1 R |хсоѕхах. 
A |хсоѕхас= |xd(sinx)， 设 w=x，v=sinx 


由 分 部 积分 公式 ， 得 


сохае xsinx- finxdr=xsinx+cosx+C. 
车 将 原 式 写 为 [засы у, Ф и=созх, vie, 则 
2 2 
соха = 二 cosx+ Бх. 
2 2 


显然 上 式 右 端的 积分 比 原 积分 更 难 求 ， 这 种 转化 无 意义 . 
由 此 可 见 ， 应 用 分 部 积分 法 的 关键 在 于 恰当 地 选取 u 和 v。 在 运算 熟练 后 ， 可 不 必 写 
Hu v. 


例 2 жз|ге. 
ж [cac feae zë- feao 
= х2е* -2 реа 


其 中 对 хета 再 用 一 次 分 部 积分 公式 ， 即 


реа = рае? Sxe- је 
= хе -e +C. 
于 是 
реа = хде" —2xe" +2e" +С 
=е^(х? -2х+2)+С. 
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| 例 3 ж | ха. 
ШЕ х? 
解 хха fina = nx- Баю» 


х х? х х? 
= 一 nx- |—dx=—Inx-—+C. 
| ai Еши 
例 4 Ж |xarctandx. 
2 2 2 
解 arctan de = [аглап xa = 二 arctanx- [беса з) 


2 





例 5 R |e cosxdx. 

解 fe cosxdx = foosxae = er cosx- facos») 
=e" cosx+ fe sin хах = er cosx + frinxae 
= ех cosx+e* sinx- Јав» 


= е(соѕх +ѕіпх) – |е" cos xdx. 


移 项 得 2 |е cosxac =e" (cosx +sinx)+ G, А 

于 是 [e сохае (совхо) +С. 
1 

其 中 C= 了 CGI 


分 部 积分 的 关键 是 选 “x”， 如 何 选择 ， 有 规律 可 循 ， 即 
G) }х"-е®ах, |х"-зїпахйх, |x".cosbxde, 可 邻 w=x"; 


O) [e maa, [= -arctanxak , fe асіпла, 可 令 zx=lnr ，x=arcsinr , 


u =arctan x ; 
(3) |z sindra, ооа, В и=е®, u=sinbx, и=соѕЬх Т]. 


在 计算 积分 时 ， 有 时 需要 同时 使 用 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 . 
例 6 R |a. 


Ж 令 Vx=w, 于 是 x=w?，dx=2udu 
Ја fe" -2udu =2 fuae" 
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= ue" — [ё4и)=2(ше*-е*)+С 
=е*(2/х-1)+С. 


习题 4.3 
求 下 列 不 定 积分 . 
G) хе; (2) [xsin2xdx; 
(3) |xarcsinxdx; (4) |< cosxdx; 
чазак 

o [юле д, (6) аха, 

l+ x 
ст) fë sin? хас: (8) Јас): 
(9) [eos? ха; ао) еба: 
GD [чае a2) фео. 

44 积分 表 的 使 用 


上 面 介绍 了 常见 函数 类 型 的 积分 方法 .对 于 更 广泛 的 常用 函数 类 型 的 积分 ， 为 实际 工 
作 应 用 方便 ， 把 它们 的 积分 公式 汇集 成 表 ， 称 为 积分 表 ( 见 附录 )， 这样 对 于 较 复杂 的 积分 
可 从 表 中 查 得 结果 .如 果 所 求 积分 与 积分 表 中 的 公式 不 完全 相同 ， 则 可 通过 代 换 或 恒 等 变 
形 化 为 表 中 的 类 型 . 


x 
* Je: 
E ”在 积分 表 中 查 得 公式 


z Me A b 
hary d=- (цан 2) с, 








在 此 ，a=3,b=4, 所 以 


х 1 4 
— Yx =-—| 1 |3х + 4) . 
layt a Has) 





本 章 小 结 


1. 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 
设 函 数 f(x) 定 义 在 某 区间 上 ， 如 果 存 在 一 个 函数 F(x) ， 使 得 对 于 该 区 间 上 每 一 点 都 有 
F'(x) = f(x) ER dF (x)= f(x)dx 
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则 称 F(x) 为 ГО) 在 该 区 间 上 的 一 个 原 函数 . 
JG) 的 不 定 积分 就 是 fo) 的 全 部 原 函 数 ， 即 
(x)dx = F(x) +C 





2. 定 积分 的 性 质 

(1) 不 定 积分 与 求 导数 或 微分 互 为 逆 运 算 ;: 

D 两 个 函数 的 不 定 积分 等 于 各 自 不 定 积分 之 和 

(3) 被 积 函 数 的 非 零 常数 因子 可 提 到 积分 号 外 

3， 换 元 积分 法 

第 一 类 换 元 积分 法 又 叫 次 微分 法 ， Гло) Fü) +С. ЖШ 
лебеда = осмо) = F+ 

其 中 g(x) 可 导 ，g'(x) 连 续 . 

第 二 类 换 元 积分 法 主要 是 去 根 号 ， 设 x=g(1) 是 单调 可 导 函 数 ， 且 g'(1) #0， 则 

рое лоба = FO + C = Рг ое С 

4 分 部 积分 法 关键 是 选 4， 使 fudv=uv- fdu, 


选 w 有 一 个 口诀: 指 多 弦 多 只 选 多 , 反 多 对 多 不 选 多 , 指 弦 同 在 可 任 选 (选中 不 变 ). {Н 


是 指数 函数 ， 多 是 多 项 式 ， 弦 是 正弦 、 余 弦 ， 反 是 反 三 角 函数 ， 对 是 对 数 函 数 . 


5. 积分 表 
通常 不 定 积分 的 计算 比较 灵活 ， 计 算 量 较 大 ， 为 此 ， 把 一 些 常 用 的 积分 公式 汇集 在 一 


起 ， 组 成 一 个 积分 表 ， 以 备查 找 . 














复习 题 4 
1. 用 适当 的 方法 求 下 列 不 定 积分 . 
Inx dx 
а) a; (2) : 
т xy1+ln2x 
(3) р-з: (4) Ё yk: 
I+ x 
2 
65) [a+ ae; св) [®%-* ж, 
sinx 
1 ы 
(т) Б® (8) [esin2xac, 
(9) аа; ao 2. 
1+соѕх 


2. 设 f(x) 有 连续 的 导数 ， R ло) оа. 
3. 利用 积分 表 求 下 列 积分 . 
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ао [V6-3ea; D fe sin3xdr; 

(3) т (4) [inixar. 
测试 题 4 

1. 填空 题 


D 着 |roo 上 =Feo+c,， 则 [cat= 
(2) E рове" +c, 则 f(x) = 


(3) Гта- 


2. 单 选 题 
(1) 车/(x) 的 一 个 原 函 数 为 hx， 则 "(x)= ( ). 
А) xlnx B) Inx ol 


x 


D шж о) не, 则 (arcoj = ›. 


A) /0 B) f'(x) С) J+C 
G) Vx 是 C ) 的 一 个 原 函数 . 

A) £ B) 2 © == 
3. 计算 下 列 不 定 积分 
(CD ear, (2) fa: 
(3) реа; (4) |xcos2xdx; 


(5) [xsec? хас (6) ра. 


ву 15 
x 


D) f'(x) +C 


D) уг 
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本 章 学 习 目标 


理解 定 积分 的 概念 和 意义 

掌握 定 积分 的 运算 规则 和 性 质 

熟练 掌握 和 应 用 牛顿 一 菜 不 尼 兹 公式 
热 练 掌握 定 积分 的 计算 方法 

了 解 无 限 区 间 上 广义 积分 的 定义 和 计算 


51 定 积 分 的 概念 与 性 质 


511 引出 定 积分 概念 的 实例 


例 1 曲 边 梯形 的 面积 . 

由 曲线 y= f(x) (f(x) >0) ,x 轴 及 直线 x=a, x=b 所 围 成 的 平面 图 形 称 为 曲 边 梯形 (如 
图 5.1 所 示 )， 现 在 计算 它 的 面积 4 . 

对 于 一 般 的 曲 边 梯形 ， 其 高 度 f(x) 在 [如 上 是 变化 的 ， 因 而 不 能 直接 按 矩 形 面积 公 
式 来 计算 ， 然 而 ， 由 于 fO) 在 [a,b] 上 是 连续 变化 的 ， 在 很 小 的 一 段 区 间 上 它 的 变化 很 小 ， 
因此 ,如果 通 过 分 割 曲 边 梯 形 的 底 边 [a,b] 将 整个 曲 边 梯形 分 成 若干 个 小 曲 边 梯形 , 如 图 5.2, 
用 每 一 个 小 矩形 的 面积 来 近似 代替 小 曲 边 梯 形 的 面积 ， 将 所 有 的 小 矩形 面积 求 和 ， 就 是 曲 
边 梯形 面积 А 的 近似 值 ， 显 然 ， 底 边 [a,b] 分 割 得 越 细 ， 近 似 程度 就 越 高， 因此 ， 无 限 地 细 
分 {a,b]， 使 每 个 小 区 间 的 长 度 趋 于 零 ， 面 积 的 近似 值 就 转化 为 精确 值 . 

根据 上 面 的 分 析 ， 曲 边 梯形 的 面积 可 按 如 下 四 步 计算 《如 图 5.2): 





O а=х, xi х, xi-l xi x,=b x 





图 5.2 
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a) 分 割 
用 分 点 a= x Xna <х, = ЬЕ (а, БЕЖ и АЛУА), 


Гь] 





每 个 小 区 间 的 长 度 为 
А =х-х Ci=1,2,n ), 


相应 地 ， 把 曲 边 梯形 分 成 n 个 小 曲 边 梯形 ， 设 它们 的 面积 为 A4.(i=1,2,…,n) . 

(2) 近似 代替 

对 于 第 i 个 小 曲 边 梯形 ,在 小 区 间 [x.,,*] 上任 取 一 点 如 ,得 到 以 [x 1,*%] 为 底 ，f(&) 
为 高 的 小 矩形 ， 用 小 矩形 的 面积 f (Z, )Ax, 近似 代替 小 曲 边 梯形 的 面积 A4 ， 即 

АА = У )А (i=1,2,,n). 

(3) 求 和 

将 nn 个 小 矩形 面积 求 和 , 如 图 5.2 中 阶梯 形 的 面积 , 即 得 曲 边 梯形 面积 4 的 近似 值 ， 
即 

A= f(&)Ax + f (G2)Ar + SE ) Ax, 


SION 


ial 
(4) 取 极 限 
当 分 点 数 无 限 加 大 时 , 小 区 间 中 最 大 区 间 长 度 4= тах (Ах EFE. WHA- 0 时 ， 


ARË /(5)Ax 的 极限 便 是 曲 边 梯形 的 面积 4， 即 
isl 


4= 1276, )Ay, 


512 ” 定 积分 的 概念 
定义 ЮЙ /(x) 在 区 间 [a,b] 上 有 界 ， 任 意 用 分 点 
a=x <x Xna < =b 
把 区 间 [a,b] 分 成 n 个 小 区 间 
Го хах] 
在 每 一 个 小 区 间 [x, 1,*] 上任 取 一 点 点 ， 作 和 


лм, 

isl 
称 为 积分 和 ， 记 小 区 间 中 最 大 区 间 长 度 为 4 = max {Ar}, WRA, HERRE 
限 存在 , 则 称 函 数 /(x) 在 区 间 [a,5] 上 可 积 , 并 称 此 极限 值 为 Ох) 在 区 间 [a,5] 上 的 定 积分 ， 


记 为 了 f(x)dx, Bl 
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[iSd = tim Улем 


其 中 “ij ” 称 做 积分 号 ， fO) 称 做 被 积 函数 ， fod 称 做 被 积 表达 式 ，x 称 做 积分 


变量 ， 区 间 [a,b] 称 做 积分 区 间 ，a 与 b 分 别称 做 积分 下 限 与 积分 上 限 . 
根据 定 积分 定义 ， 前 面 所 举 的 例子 中 ， 曲 边 梯形 的 面积 4 是 函数 y= f(x),( f(x) >0) 


在 [a,b] 上 的 定 积 分 ， 即 
4= f fad. 


关于 定 积分 的 定义 ， 有 以 下 几 点 说 明 : 
D ERSA) 在 区 间 [如上 可 积 是 指定 积分 『 лодае, АОС аар ВЕ 





划分 及 点 所 如 何 选取 ， 当 4 一 0 时 ， ж} SEA 的 极限 值 都 惟一 存在 .如 果 该 极限 不 
isl 


存在 ， 则 说 函数 /(х) 在 区 间 [a,5] 上 不 可 积 ， 若 函数 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ， 或 只 有 有 限 个 第 
一 类 间断 点 ， 则 f(x) 在 区 间 [a,8] 上 可 积 . 

(2) 定 积分 表示 一 个 数值 , 它 只 与 被 积 函 数 和 积分 区 间 [a,5] 有 关 ， 而 与 积分 变量 用 何 
字母 表示 无 关 ， 即 


[reoae= [лода [| уой. 
(3) 在 定义 中 曾 假定 a<5 ， 为 今后 运用 方便 规定 ; 
D Í reyae=- [° fod ( 换 限 变 号 ); 
iD [ /War=0. 
5.1.3” 定 积分 的 几何 意义 


由 例 1 及 定 积分 定义 可 知 ， 当 f(x) > 0 时 ， 定 积分 | упкын у= Sa), Н 
8 хта, x=b 与 x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 4， 即 
[| /a=4 

一 般 地 ， 当 (ay 在 区 间 [,b] 上 的 信 有 正 有 负 时 ， 定 积分 | /God 在 几何 上 表示 曲线 


у= Ј(х), 直线 x=a, x=b 与 x+ 轴 围 成 的 在 x 轴 上 方 和 下 方 曲 边 梯 形 面积 的 差 . 例如， 对 于 
图 5.3， 此 时 


[лода Сана) +Ар=А ААА 
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514 ” 定 积 分 的 基本 性 质 

在 以 下 性 质 中 ， 候 定 函数 / (о), g(x) 均 可 积 . 

性 质 1 两 个 函数 代数 和 的 定 积分 等 于 它们 定 积分 的 代数 和 ， 即 
Гоз оја [лодае Је лода 


此 性 质 可 推广 到 有 限 个 函数 和 的 情形 . 
性 质 2 ”被 积 函数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 ， 即 


[roak sod ажно. 
性 质 3 对 任意 的 点 c， 则 有 
оа f fds лода 


这 个 性 质 称 为 定 积分 的 积分 区 间 可 加 性 . 
注意 ， 不 论 a,b,c 相对 位 置 如 何 ， 即 不 论 xe[a,b] 还 是 xg[a,b] RE f(x) 在 相应 区 


间 上 可 积 ， 总 有 这 个 性 质 成 立 . 
性 质 4 ”如果 在 区 间 [a,8] 上 f(x)=1， 则 


b b 

fi d= а=ь-а. 
性 质 5 如 果 在 区 间 [a,b] E, у(х) > g0) A 

[| reyae> раса 


性 质 6 ( 定 积分 估 值 定理 ) ” 设 M 和 m 分 别 是 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 
则 





m(b-a)< Í уо) < M(b—a) 


性 质 7 (积分 中 值 定理 ) ШЖ Ух) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ， 则 在 区 间 [a,6] 上 至 少 存在 一 
ке, WE 


/a= 10-0). 
证 将 性 质 6 中 不 等 式 除 以 6- 四， 得 
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mf уо)ё <M. 
由 于 л) EZ f [a,b] ЕЖЕ, MER, Elab EDEA G, E 
= [Ë reae= r. 


РА АЗЕД (Б а), ， 即 得 所 要 证 的 等 式 . 
积分 中 值 定 理 的 几何 意义 是 ， 在 [a, 如 上 至 少 存在 一 点 所 WEAR H [a,b] 00, 
ИЙЕ у= f(x) 为 曲 边 的 曲 边 梯形 的 面积 等 于 同 底 边 而 高 为 f (2) 的 矩形 面积 (图 5.4). 





图 5.4 


由 几何 意义 可 以 看 出 ， 数 值 人 Sode 表示 连续 曲线 f(x) ED a,b) EAP 
度 ， 即 函数 /(*) 在 区 间 fa, 如 上 的 平均 值 ， 这 是 有 限 个 数 算术 平均 值 概念 的 推广 ， 所 以 应 
用 定 积分 才 有 可 能 求 出 连续 函数 在 闭 区 间 上 的 平均 值 . 
#2 估计 定 积分 | ставив. 
解 定 积分 | as 不 能 用 通常 的 积分 法 来 求 得 ， 但 我 们 可 以 利用 定 积分 的 性 质 来 
估计 它 的 值 . 
ER f ed 在 -1 上 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 因 为 rt) = 2ле, + Po)= 0 得 驻 
点 x=0， 比 较 函数 在 驻 点 及 区 间 端点 处 的 值 
/0)=1, f(D)=e"=!, 
e 
ЗШЕ E, о) е 的 最 大 值 M = f(0)=1， 最 小 值 m= fD =L, 
于 是 根据 性 质 6 得 
2 д 2 
_ < Í е" dx <2. 
2“). 


习题 5.1 


1. 一 曲 边 梯形 由 曲线 y=2x? +3 ，x 轴 及 x= -2,x=2 所 围 成 ， 试 列 出 用 定 积分 表示 
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该 曲 边 梯形 的 面积 的 表达 式 . 
2. 利用 定 积分 的 几何 意义 ， 计 算 下 列 积分 : 
a) Га: D [Nad 
G) f sinxe; сю рав. 


з. SO 85 [a,b] ННН, E: 
ЛӘ -а) < | лое уь а). 
4 比较 下 列 定 积分 的 大 小 . 


а) [а= [еа D ea fira. 
5. 估计 下 列 定 积分 的 值 . 
Sa 
D fe +a о) fy rsin xdr. 
т 


52 ” 微 积 分 学 的 基本 定理 


如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [a, 妇 上 可 积 ， 利 用 定 积分 的 定义 来 计算 [i oaan, 


有 时 甚至 是 不 可 能 的 ， 因 此， 必须 寻求 计算 定 积分 的 简便 而 有 效 的 方法 ， 由 牛顿 一 莱 布 尼 
Ж (Newton 一 Leibniz) 提出 的 微 积分 基本 定理 则 把 定 积分 和 不 定 积分 两 个 不 同 的 概念 联系 
起 来 ， 解 决 了 定 积分 的 计算 问题 . 


524 变 上 限 的 定 积分 
设 函数 f(x) 在 区 间 [a,5] EER, IE x ela, b], 于 是 f(x) 在 区 间 [a,x] 上 连续 且 可 
积 ， 定 积分 Оа 的 值 依赖 于 上 限 x， 显 然 ， 当 x 在 [a, 妇 上 变动 时 ， 对 应 每 一 个 x (Н, 
积分 上 /Dd 就 有 一 个 确定 的 值 ， 因 此 帮 f(Od 是 变 上 限 x 的 一 个 函数 ， 记 作 7(x) ， 即 
TCD = [оа (a<x<b) 
通常 称 函数 (x) 为 变 上 限 积分 函数 或 变 上 限定 积分 . 
定理 1 RER (x) 在 区 间 [o,6] 上 连续 , 则 函数 7(x)= 上 了 (dt ，(xe[a,b]) 可 导 ， 且 
re) Í Хай = /(х) (а<х<Ь) (5.2.1) 
ЖЕ 对 于 函数 1(x) ， 当 自 变量 x 取得 增 量 Ax 时 ， 相 应 地 ， 函 数 有 增 量 


104 经 济 数学 





М =1(х+Ах)-1(х)= Гл (да – [7 (да 
= [уша+ [оа = Гуда 


= [oa. 
由 积分 中 值 定理 ， 可 得 
м= |” лда = уф, 
其 中 上 介 于 x 与 x+Ar 之 间 ， 于 是 
Z= e. 
Aao, 2х, ХН f(x) 的 连续 性 ， 得 
Г) = Jim SL = lim 0) 
由 定理 1 可 知 , 如 果 函 数 /(x) ERM [a,b] LE, WERO) = [' дае 就 是 f(x) 在 
区 间 [a,5] 上 的 一 个 原 函 数 . 同时 也 表明 了 连续 函数 的 原 函 数 一 定 存在 ， 这 样 就 解决 了 上 一 
章 留 下 来 的 原 函 数 的 存在 问题 . 
例 1 设 /(x)= [е зп2ла, Жо). 
Ж 由 (5.2.1) 式 可 得 (х) =е" .sin2x2 . 
5.2.2” 微 积分 学 基本 定理 
定理 2 设 函 数 /(x) 在 区 间 [a,8] 上 连续 ， 如 果 РО) f(x) 的 一 个 原 函数 ， 则 
f уо)ёх= ЕФ) — F(a) (522) 





证 因为 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ， 由 定理 1 R, ЈО) = [гоа Ж /(х) 的 一 个 原 函 
数 ， 因 而 与 F(x) 相差 一 个 常数 ， 即 
Í /@а-Е(х=С. 
当 x=a 时 ， Í rox=o， 故 有 C=-F(a) 
于 是 
[roya = о-о). 
再 令 x=b， 得 
[oa = Fü) - Fla) 或 
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roa=FO-Fa 

公式 (622) 也 称 为 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 ， 它 揭示 了 定 积分 与 被 积 函 数 的 原 函 数 或 不 
定 积分 的 联系 ， 也 为 定 积分 | SAd 的 计算 提供 了 有 效 的 计算 方法 ， 即 只 需求 出 SE) E 
区 间 [a,b] 上 的 一 个 原 函数 下 (x), 然 后 计算 F(b) - F(a) 即 可 . 

牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 也 可 记 为 

/eae = кў, =Е@®)-Е(а). 
例 2 计算 Гэга. 
解 因 (2)=3x*， 所 以 由 牛顿 一 莱 尼 兹 公式 ， 得 


[sas e =2-?=в-1=7 


例 3 计算 | оха . 
解 因为 (sinx) =cosx， 所 以 








я z 
р оозха = sina =з но. 
a 
例 4 计算 | ta. 
01+X 
解 因为 (arctanx) = 一 =， 所 以 
І+х 
1 4 = М 
Кт = 4arctan x|, 


= аглап -arctan 0) =4( 7-0) = z. 
定 积分 的 计算 ， 一 般 在 求 出 不 定 积分 〈 原 函数 ) 的 基础 上 ， 应 用 牛顿 一 莱 布 尼 效 公式 
即 可 ， 有 时 还 需 用 到 积分 的 性 质 . 
例 5 img лода, Xe у=] 
o Sx 


‚ 0<x=<1 
‚ 1<х<2` 


ж Гуо = j ло [| ? (ук 
= [2xae+ [sa = al + -2 š 


例 6 计算 由 曲线 y=x?*、 直 线 x=2 与 x 轴 围 成 的 图 形 的 面积 4. 
解 ”由 定 积分 的 几何 意义 ， 得 
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习题 5.2 


1. Ж) = [ тоо а ER хехе АН 
2. RRR /(х) 在 区 间 [a, 如 上 连续 ， 那 么 积分 下 限 函 数 [raya 的 导数 等 于 什么 ? 并 


жий [о ы +Ddr 的 导数 . 
3. 利用 基本 公式 计算 下 列 定 积分 . 











УЯ | = 
D Ја: 0) Ë gg: 
3 _1 
D f Var Via: a) f тё 
б б) р-а 
G ате © Јр: 
D ра св) Га. 


4. 某 曲 线 在 任 一 点 处 的 切线 斜率 等 于 该 点 横 坐 标的 倒数 ， 且 通过 点 (Lin2)， 求 此 曲线 
的 方程 ， 
5 一 曲 边 梯形 由 = х2 -1z 轴 和 直线 x= -Ux= 寺 所 图， 求 此 曲 边 梯形 的 面积 4. 


6， 计 算 下 列 极限 . 





ficos? tar [ V+ 
a) lim : (2) Jim 一 一 一 . 
xO x хэ0 х 


53 ” 定 积分 的 积分 方法 


与 不 定 积分 的 基本 积分 方法 相对 应 ， 定 积分 也 有 换 元 法 和 分 部 法 . 

531 定 积分 的 换 元 积分 法 

定理 设 函 数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 连续 ， 若 函数 x= p(t) ， 它 满足 下 列 三 个 条 件 : 
A) g(a)=a,9(p)=b; 

(2) 当 t 在 [a,B] (或 [B,a]) 上 变化 时 ，x= ol) KEHE [a,b] 上 变化 

(3) 9(D 在 区 间 [w,B ] (或 [p,a ]) 上 具有 连续 导数 . 

则 有 
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[reoae= | ooa. 


定理 中 的 条 件 是 为 了 保证 两 端的 被 积 函数 在 相应 的 区 间 上 连续 ， 从 而 可 积 .应 用 中 ， 


9 BJA. ЛУ, 
我 们 强调 指出 ， 换 元 必 换 限 ，( 原 ) 上 限 对 〈 新 》 bR, R FEH G) 下 限 ， 定 积分 
的 换 元 积分 法 可 以 对 应 不 定 积分 的 换 元 积分 法 . 
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用 第 一 类 换 元 法 即 凑 微 分 法 计算 一 些 定 积分 时 ， 一 般 可 以 不 引入 中 间 变量 ， 只 需 将 不 
定 积分 的 结果 〈 只 取 一 个 原 函 数 ) 代入 积分 上 下 限 作 差 即 可 


例 1 计算 [2 5з“ хсозх&. 


解 [за xcosxdr= зна абаз) =з? = 
例 2 计算 
ere = (1+ ах) =4(n|1+ In е =41n2. 
用 第 二 类 换 元 法 计算 定 积分 时 ， 由 于 引入 了 新 的 积分 变量 ， 因 此 ， 必 须根 据 引入 的 变 
量 代 换 ， 相 应 地 变换 积分 限 ， 下 面 举例 说 明 
£ з х 
3 
йз ия | 2—6 
М 令 Vitx=t， Шх= 0-1,2, х= 08, (=l, х3, 1=2, 
于 是 有 


2-1 


; Z= - 一 .2 а= '[ (2 - Dat 


KE fea. 


例 4 HM f Va? -xtd (a>0). 


М 令 x=asint， fsi), Ж] dx = acostdt 


当 x=0 时 ，+t=0，x=a 时 ， 5, 所 以 

a 2 З 

f a? -x° de= [2 a? cos? rdt =5 [2 d+eos20d 
N 940-1, 


则 x=P， 当 x=0 时 ，1=0，x=8 时 ，+=2， 
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于 是 
2 -1+1 
[ате ере 


-31 -1+0 +D =303. 
B6 i f(x) 在 对 称 区 间 [-a,a] 上 连续 ， 证 明 ， 
D 3 fG) 为 偶 函 数 ， 则 有 [° /Coac=2 人 7Cod 
D # fo) 为 奇 函数 ， 则 有 f лод =0. 
证 明 P лодае лода f лода, 
对 积分 | поа #ЕКЖх=-@ 
Ѓ ло senas | sona 


= лсо, 
于 是 
[лове |р fodit Г леда 
= Í [f+ леа 
(1) 35 fG) 为 偶 函 数 ， 即 (х) = /(х), WJ 
[лов P+ /Eo [2004 =2 ло. 
D 若 fG) 为 奇 函数 ， 即 у(х) = ЈО), MUJ 
[лов P+ coke Гло) - лоро. 
此 是 的 结论 在 今后 定 积分 的 计算 中 可 以 直接 应 用 . 
例如 [= cosxae, HA xcosx 为 奇 函数 ， 所 以 [eeosxde=0. 在 应 用 此 结论 时 ， 
除了 考察 被 积 函 数 的 奇偶 性 外 ， 还 要 注意 积分 区 间 必 须 是 关于 原点 对 称 的 . 
532 定 积分 的 分 部 积分 法 


Ви = u(x), v = wx) Æ [a,b] HEEG, Д] 
d(uv) = udv + уйи , 
移 项 得 ид, = d(uv) — vdu 
两 边 取 x 由 a 到 “的 积分 ， 就 得 到 定 积分 的 分 部 积分 公式 


[= ab - [yas 
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应 用 分 部 积分 公式 计算 定 积分 时 ， 只 要 在 不 定 积分 的 结果 中 代入 上 下 限 作 差 即 可 . 若 
同时 使 用 了 换 元 积分 法 ， 则 要 根据 引入 的 变量 代 换 相应 地 变换 积分 上 下 限 . 


例 7 计算 [ea 
解 еа f xde = (re) - еа 
=e-(č |, =е-(е-)=1. 
例 8 计算 аас. 
解 先 应 用 定 积分 的 性 质 去 掉 被 积 孙 数 中 的 绝对 值 符号 ， 再 用 分 部 积分 公式 ， 
Jim a= еда ае 
1 


енн (р) | га 


Д 
= раке [== 2[1-2). 
例 9 i a. 


R HARREM, Ф/х+3=1, Шх=2-3, а= 
当 x=-2 时 ，1=1，x=1 时 ，1+=2， 
于 是 


[a= fe -udt = [еа 

Mefi -2f ed -W2 -0 -2eP =2-e. 
最 后 ， 我 们 来 看 一 个 通过 建立 递 推 公式 计算 定 积分 的 例子 . 
例 10 计算 = sisa (ЭЕ. 
解 当 n=0 时 ， n= Ба-я. 


л 


当 n=1 时 ， һ= [[зпхйс=-соза =1. 
当 n>2 时 ， 由 分 部 积分 公式 得 
1,= |за 人 sixaceosa 


х 
= –созхзіп”-! ЕН +(n— 0 [2ш хсоз? хах 


= (n=) fË sin? a-sin? 9с 
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=@-[ sin™? xdr- (n -D [Ë sin" xde 
=@й-Ш„,-(п-1Ш/,. 
由 此 得 到 的 递 推 公式 


通过 这 个 递 推 公式 ， 可 得 以 下 结果 : 


п-1 n-3 3 1z (п-1)!! л 
ER a 






这 里 n!!38 28 n 的 双 阶 乘 ，n 为 偶数 时 ， 
n!!=n-(n-2)---..4.2, 


п К 
п\!!=п:(п- 2)-----3-1. 


„= f? cos”xax 也 有 相同 的 结果 . 


1. 计算 下 列 定 积分 . 


， 当 "为 偶数 时 
， 当 "为 奇数 时 


a) 【次 ce， 
(3) [ғ 


(5) 


Ф 
ст 
2， 利 用 函数 的 奇偶 性 计算 下 列 积分 . 


о р хк: 

т/х 
1 1 

(4) 人 ed 

& 


(6) | — —: 
-2х°+2х+2 


(8) cos xsin 2ra ; 


(10) Í ече. 
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a) [ sint xas; 


x) sin2x 
slt + x 


з. 设 /Go 为 连续 函数 ， 证 明 ; 
a) [Ad| лозу: 


(3) 





+ 


D f /eaÍe= | fod: 
4、 计 算 下 列 定 积分 . 


a) [еа 


я 

(3) [ecosxar: 

(5) |: х2созхфс: 
Б 


54 


х?агсапх 


2 Р 1+2 


х 
Ф 
2 
Ф Ёла " 





0) [лов а-ә: 


(4) [renau- 人 Ereoaa. 


(2) Гама. 
(4) Í xarctan xar ; 


(6) [sinan war. 


广义 积分 


前 面 所 讨论 的 定 积分 ， 其 积分 区 间 都 是 有 限 区 间 ， 然 而， 在 实际 问题 中 ， 常 第 会 过 到 


积分 区 间 为 无 穷 区间 的 积分 . 


定义 8 Ло) ал) 上 连续 ， 取 b>a， 极 限 lim [ Jade 称 为 fto 在 无 办 区 间 


(ао) ЕЮ, Зай [77 Sodes Шр 


[лот [° yaya 
着 上 式 等 号 右 端的 极限 存在 ， 则 称 此 无 区 间 上 的 积分 [7 уро kk, BURZ B. 
类 似 地 ， 定 义 fa EENEI (om 如 上 的 积分 为 
Ё reyae= tim лода 


车 上 式 等 号 右 端的 极限 存在 ， 则 称 之 收敛 ， 否 则 称 之 发 散 . 
函数 在 无 穷 区 间 Co, о) 上 的 积分 定义 为 


Голое | лов [” ло, 
其 中 ，c 为 任意 实数 ， 当 上 式 右 端 两 个 积分 都 收 全 时 ， 则 称 之 收敛， 否则 称 之 发 散 . 


无 穷 区 间 上 的 积分 也 称 为 无 穷 积分 . 





例 1 计算 无 穷 积分 | ede 


М 
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解 [am Í e d= lim сеф СЕ Ë 
为 了 书写 方便 ， 在 计算 过 程 中 可 不 写 极限 符号 ， 用 记号 FO 表示 lim [РО) - F0] 
这 样 例 1 可 写 为 
Г еза (е) =0+1=1. 


例 2 计算 无 穷 积分 人 =: 


л n 
ж Г = т =arctana|” =-0 =Z. 


例 3 计算 无 穷 积分 [7 Ф. 


z E паФ- É pref пр 


=arctan x| ,+ arctan х’ 





=0-—51+6-0=л. 
例 4 计算 无 穷 积分 r tea (p RRSO H p>0). 


解 广 "а= [ае 


--у(шие”- 0-50- 0-2; 
注意 上 式 中 极限 lim 1e ARER, T айй. 
例 5 讨论 无 穷 积分 Г а. 

Ж рїї, Гар" = 


1 хе |° | +0 ，P<1 
“pait, [Г pti -| 


习题 5.4 


讨论 下 列 无 穷 积分 的 收敛 性 ， 若 收敛 ， 求 其 值 . 
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а) [е о› 人 ed 4>0: 
(3) Га (4) [a 

本 章 小 结 
1. 定 积分 的 概念 


[ra im Y” (6) 


2， 定 积分 的 性 质 
在 积分 计算 及 应 用 中 很 重要 ， 此 外 ， 以 下 结论 在 定 积分 的 计算 中 也 有 重要 应 用 : 
(1) 定 积分 的 值 仅 依赖 于 被 积 函数 和 积分 区 间 ， 与 积分 变量 的 选取 无 关 ， 


〈2) 交换 定 积分 的 定 积分 上 、 下 限 ， 定 积分 变 号 ， 特 别 地 有 [roaa 
(3) 对 于 定义 在 对 称 区 间 [-a,a] 上 的 连续 奇 ( 偶 ) 函数 f(x)， 有 


0 ， 当 /Ga 为 奇 函数 
人 roa-| [лок . зова 


з. 变 上 限 的 定 积分 
车 函数 о 在 区 间 [如 上 连续 ， 则 函数 
19= лда, xsloa， 
是 以 x 为 上 限 的 定 积分 ， 其 导数 等 于 被 积 函数 在 上 限 < 处 的 值 ， 一 般 地 ， 如 果 gCz) 可 导 ， 
则 
([°лоа) = лоо. 
а. 牛顿 一 莱 布 尼 效 公式 
设 函 数 fo 在 [w 如 上 连续 ， 如 果 F(x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 则 
[ло ғор РФ-ға) 


5， 定 积分 的 计算 
(1) 定 积 分 的 换 元 积分 法 : 用 换 元 积分 法 计算 定 积分 时 ， 注 意 换 元 换 限 ， 下 限 对 下 
R, ERNER. 


(2) 定 积分 的 分 部 积分 法 ， fuz- f vdu. 
6. 无益 区 间 上 的 广义 积分 


无 穷 区 间 上 的 广义 积分 和 无 界 函数 的 广义 积分 ， 原 则 上 把 它 化 为 一 个 定 积分 ， 再 通过 
求 极限 的 方法 确定 该 广义 积分 是 否 收敛， 在 广义 积分 收敛 时 ， 就 求 出 了 该 广义 积分 的 值 . 
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复习 题 5 
1. 用 适当 方法 求 下 列 不 定 积分 . 
a) Eza 2) =“ 
(4) 20 © [na + 52. 
2 用 适当 方法 求 下 列 定 积分 
a) [епха 2) sa 了 dr， 
(3) = (4) faza. 


I & 
3. 当 上 为 何 值 时 ， 积 分 [rd 又 上 为 何 值 时 积分 发 散 ? 
4. 设 函 数 f(x) 以 了 为 周期 ， 试 证 明 : 
Í|” raya = Гло (a 为 常数 ). 
5. 一 曲 边 梯形 由 y=x? - 1, x 轴 和 直线 x=-1， x-3 AMR 求 此 曲 边 梯形 的 面积 4. 


自 测 题 5 


1， 填 空 题 

D ERAKI [ж fea. 
о) [Gsinx -sin’ ax = 

(3) [е = 


(4) Г у= 
2. 单 选 题 


D fp-da- с b. 


5 1 
A) > B) z c) 





t| 


D) 


чю 


D 如 果 /(9 存 在 , М јао) = ‹ 
А) ЈО) В) /(х) С) f+C D) f+C 
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(3) 下 列 广义 积分 收敛 的 是 ). 
D [еа B) MA o [sa D Га 
3. 计算 下 列 不 定 积分 - 
a) [Е D 5% 
O раа, (4) рез: 


(5) Васа: O р хета. 
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本 章 学 习 目 标 


° 了解 微 元 法 的 思想 
° ”会 求 平 面 图 形 的 面积 以 及 旋转 体 的 体积 
o ”会 由 边际 收益 、 边 际 成 本 、 边 际 利润 求 总 收益 、 总 成 本 、 总 利润 等 经 济 问题 . 


61 定 积分 的 几何 应 用 


6.1.1 定 积分 应 用 的 微 元 法 


微 元 法 是 运用 定 积分 解决 实际 问题 的 常用 方法 ， 我 们 回顾 一 下 解决 曲 边 梯形 面积 的 四 
个 步骤 ， 其 中 关键 是 第 二 步 ， 即 确定 A4 = fE) Ах, HER SE) Ах, 与 积分 式 中 的 被 积 
R Sdr 具有 相同 的 形式 . WREE x HR Ar H 必 赫 代 ， 这 样 我 们 把 求 曲 边 梯形 面 
积 的 四 个 步骤 简化 成 为 两 步 : 

С) 选取 积分 变量 (如 x)， 确 定 其 范围 ， 如 x elab] ， 在 其 上 任 取 一 个 子 区 间 [x,x+ dx] ; 

(2) 以 点 x 处 的 函数 值 f(x) Ж, de 为 底 的 矩形 面积 作为 A4 的 近似 值 (如 图 6.1 中 阴 
影 部 分 所 示 )， 即 

AA = f(x)dx, 





y=f(x) 





о a 


x x+dx b 
图 6.1 
其 中 fide 叫做 面积 微 元 ， 记 为 

d4 = f(x)dx . 
于 是 面积 4 为 


а= а= f fo. 
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对 一 般 的 定 积分 问题 ， 所 求 量 4 的 积分 表达 式 ， 可 按 以 下 步骤 确定 : 
(1) 根据 实际 情况 建立 坐标 系 ， 确 定 积分 变量 (如 x) REELE [ab], RH AE 
[a,b] 内 任意 小 区 间 [x,x+ ax] 上 部 分 量 AA 的 近似 值 44 = f(x)dx; 


(D H da Elab EREB, M A= [ aa = [ лок. 


这 个 方法 通常 称 为 微 元 分 析 法 ， 简 称 微 元 法 . 微 元 法 在 自然 科学 研究 和 生产 实践 中 有 
着 广泛 的 应 用 . 


6.12 ”用 定 积分 求 平面 图 形 的 面积 


1， 在 直角 坐标 系 下 平面 图 形 的 面积 
我 们 利用 微 元 法 求 平面 图 形 的 面积 .下 面 根据 几 种 不 同 的 情况 ， 给 出 计算 平面 图 形 的 
面积 的 定 积分 表达 式 . 
O) 由 曲线 y= Л), у= а(х), (f(x) > g(x) RAR xa, x= 所 围 的 图 形 (如 图 
6.2) 的 面积 为 
а= [оо во, 
其 中 面积 的 微 元 为 
4А=[/(х)- в(х)х 
(2) ШЙ х= (у), х= ду), (у(у)> pg0y)) 及 直线 y=c，y=d 所 围 成 的 平面 图 形 
(如 图 6.3) 的 面积 为 


4=[ Wo) 6000 


其 中 面积 的 微 元 为 
dA=[w(y) -py . 





y=g(x) 





图 62 
例 1 计算 由 两 条 抛物 线 y?=x 和 x? =y 所 围 成 图 形 的 面积 . 
解 如 图 6.4 所 示 ， 利 用 微 元 法 求 这 个 平面 图 形 的 面积 ， 分 成 以 下 步骤 


С) 确定 积分 变量 >, илва (7-5, 得 两 条 抛物 线 的 交点 为 0) 和 (0 ， 则 积 
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分 区 间 为 [0,1]. 








在 积分 区 间 [0, 了 上 和 任 取 一 小 区 间 [x,x+ dx] ， 从 而 得 面积 微 元 
dA= (Vx - ху. 
(2) 所 求 面积 为 
4= [а= [о-да 


221,1 
-(ф-=] =з- 
b 
例 2 求 曲 线 y=x?、y=(x-2) 与 x 轴 转 成 平面 图 形 的 面积 . 
Ж D 如 图 6.5 所 示 ， 确 定 ) 为 积分 变量 ， мова 


у=(х-2ў' 
得 两 曲线 的 交点 为 (,1) ， 由 此 可 知 积分 区 为 [0,1]. 
在 区 间 [0,] 上 任 取 小 区 间 [y,y+ y] ， 对 应 的 窄 条 面积 近似 于 高 为 (2~Vy) -Vy > EA 
у МЕА, 
а =10- у) - Ху =N- (у. 
D 所 求 图 形 的 面积 为 


з 
а= ра Jpy=Qy- 455] =2. 
ю 


利用 微 元 法 求 平面 图 形 的 面积 时 , 选取 积分 变量 很 重要 ,如 果 本 题 选择 x 为 积分 变量 ， 
如 图 6.6 所 示 ,积分 区 间 为 [0,2] ,注意 面积 微 元 在 [0,1] 和 [2] 两 部 分 区 间 上 的 表达 式 不 同 ， 


在 0, 上 的 微 元 为 dA = хф, 
102] 上 的 微 元 为 4А, = (х-2)°х› 
所 求 面积 为 


а= [да+ [а= ра f e-d. 
这 种 解法 比较 繁琐 ， 因 此 ， 选 取 适 当 的 积分 变量 ， 可 使 问题 简化 . 
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图 6.5 


2， 在 极 坐 标 系 下 平面 图 形 的 面积 

有 些 平面 图 形 的 面积 ， 用 极 坐标 计算 它们 比较 方便 . 

下 面 用 微 元 法 推导 在 极 坐标 系 下 由 曲线 "= r(0) 及 射线 9= a,0 = 8 围 成 的 曲 边 扇形 的 
面积 (图 6.7). 








图 6.7 


取 极 角 0 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [a 让， 在 [a] 中 的 任意 小 区 间 [6.9+ d0) E 
相应 的 小 曲 边 肩 形 的 面积 可 用 半径 为 >= (ө), ， 中 心 角 为 d8 的 小 广 形 的 面积 来 近似 代 壹 ， 
即 曲 边 扇形 的 面积 微 元 为 
d4=3lr(OPde 
从 而 曲 边 扇形 的 面积 为 
а= 1 f rorae , G<p. 
例 3 计算 阿 基 米 德 螺 线 y=a0 (a > 0) 上 对 应 于 9 从 0 变 到 27 的 一 段 曲线 与 极 轴 所 围 
成 图 形 的 面积 (如 图 6.8). 
М ө 为 积分 变量 ,面积 微 元 为 dd = (a0?d6, 
于 是 面积 为 
a: e” 


= ln Жа) 
а= |, Paa | =зал?. 


014 计算 双 纽 线 r?=a?cos29 (а > 0) 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 (图 6.9). 
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图 6.8 


图 69 
解 因 性 >0， 故 9 的 变化 范围 是 -于 , 习 和 弛 赤子 a] ， 图 形 关于 极点 和 极 灿 对 称 ， 面 
BUTH 


аА = Ta cos2040 


所 求 面积 为 


В 
2 加 

A=4 [11 2eos2040=- 4.9.15 2 

„2 РУ ашы! 


643 ”用 定 积分 求 旋转 体 的 体积 
1， 平 行 截面 面积 已 知 的 立体 体积 . 
设 一 立体 介 于 过 点 x=a, x=b HEEF x 轴 的 两 平面 之 间 ， 如 图 6.10 所 示 ， 如 果 立 


体 过 xe[a,8] 且 垂直 于 x 轴 的 截面 面积 A(x) 为 x 的 已 知 连续 函数 ， 则 称 此 立体 为 平行 截面 
面积 已 知 的 立体 ， 下 面 我 们 给 出 利用 微 元 法 计算 它 的 体积 的 方法 ， 





首先 ， 建 立 适当 的 坐标 系 ， 取 x 为 积分 变量 ， 它 的 变化 区 间 为 [a,b] ， 立 体 中 相应 于 区 


间 [w 如 上任 一 小 区 间 [xx+ 必 ] 上 的 注 片 的 体积 近似 等 于 底面 积 为 A(x) ， 高 为 dx 的 扁 柱 体 
的 体积 〈 见 图 6.10)， 即 体积 微 元 为 


dV = Җхйх. 
于 是 所 求 立体 的 体积 为 


v= | ао. 
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2. 旋转 体 的 体积 
我 们 所 熟悉 的 圆柱 、 圆 锥 、 圆 台 、 球 体 等 都 是 由 一 个 平面 图 形 绕 这 平面 内 的 一 条 直线 
旋转 形成 的 ， 它 们 统称 为 旋转 体 ， 这 条 直线 叫做 旋转 轴 . 下面 分 两 种 情况 来 讨论 旋转 体 的 
体积 的 求法 . 
(1) 设 旋转 体 是 由 曲线 y= fo) 和 直线 x=a，x=b 及 x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 x 轴 
旋转 一 周 而 形 成 的 立体 (图 6.11)， 求 其 体积 . 





图 6.11 


选取 x 为 积分 变量 ， 其 变化 区 间 为 [a,5] ， 由 于 过 点 x 且 垂直 于 x 轴 的 平面 截 得 旋转 体 
的 截面 是 半径 为 |f(x)| 的 圆 ， 其 截面 面积 为 


Аб) =Af OOF ， 
从 而 ， 所 求 的 旋转 体 体积 为 


y= [ао == [ уор. 


(2) 若 旋转 体 是 由 连续 曲线 x= фу), ВЕ у=с, у=а 及 y 轴 所 围 成 的 平面 图 形 ， 
绕 } 轴 旋转 一 周 而 成 《如 图 6.12)， 该 旋转 体 的 体积 为 


Ило). 





#612 


015 ЖЕШ ху=а(а>0) УВЕ х-а, х= 2а ТЕ х 轴 旋 转 一 周 
所 形成 的 旋转 体 的 体积 . 
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ЖЕ 由 前 面 的 讨论 ， 如 图 6.13 所 示 , 所 求 体积 


O 





例 6 求 底 圆 半径 为 高 为 的 圆锥 体 的 体积 . 
解 以 圆锥 体 的 轴线 为 x 轴 , 顶点 为 原点 建立 直角 坐标 系 (图 6.14), 过 原点 及 点 P(h,r) 


的 直线 方程 为 = 万 x. ЖИНГЕ у=, хей 及 x 轴 所 围 成 的 三 角形 绕 x 轴 旋 
转 而 成 ， 其 体积 为 





习题 6.1 


1. 计算 下 列 各 曲线 所 围 成 图 形 的 面积 . 

(0) у=, y=x; 

(2) y=Vx, y=sinx, x=m; 

(3) y=lnx, y=In2, y=In7, x=0; 

(4) y=e*, x=0, y=e. 

2. ЖИЙ y’ = 2x 及 直线 = x- 4 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 
3. 求 下 列 各 曲线 所 围 成 图 形 的 面积 . 

(CD r=2acos0, 0=0, 0=Z: 

(2) r=2a(—cos0), 0=0, Ө=2л. 

4. 求 下 列 曲线 所 围 图 形 绕 指定 轴 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 . 
(1) 2x-y+4=0，x=0 及 y=0 绕 x 轴 ; 


(2) у=х2(0<х<2)@ х E y $. 
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6.2” 定 积分 在 经 济 问题 中 的 应 用 


定 积分 在 经 济 领域 中 的 应 用 表现 为 ， 已 知 某 经 济 量 函数 的 边际 函数 或 变化 率 ， 求 经 济 
量 函数 . 
例 1 已 知 某 产 品 总 产量 的 边际 函数 是 时 间 + (单位 ， 小 时 ) 的 函数 
JfO=2+5 (‘=0), 
求 从 上 52 到 =5 这 三 个 小 时 的 总 产量 . 
E 因为 总 产量 FC) 是 它 的 边际 函数 的 原 函数 ， 所 以 从 2 到 =5 这 三 个 小 时 的 总 产 
量 为 


[erasa = +50236 (单位 ). 
例 2 已 知 生产 某 商 品 x 单位 时 ， 边际 收益 为 Rw)=200- 襄 (元 /单位 )， 试 求生 产 x 


单位 时 总 收益 к) 以 及 平均 单位 收益 RG) ， 并 求生 产 这 种 产品 2000 单位 时 的 总 收益 和 平 


均 收益 . 
解 因为 总 收益 是 边际 收益 函数 在 [oz 上 的 定 积分 ， 所 以 生产 x 单位 时 的 总 收益 为 


2 Y: 
RD = [ою- зда (20-1 


0 


x 
=200x-100 
则 平均 收益 为 
_ RG) _ x 
Ro) =- =200- 0° 


当 生 产 2000 单位 时 ， 总 收益 为 
2 
R(2 000) = 400 000-24” =360000 (F), 
平均 收益 为 RQ 000) =180 (元 ). 


例 3 设 某 商 品 每 天 生产 x 单位 时 的 固定 成 本 为 200〈 百 元 )， 边 际 成 本 函数 为 
C (9 =4r+15《〈 百 元 /单位 )， 求 总 成 本 函数 C(x) ， 如 果 这 种 商品 规定 的 销售 单价 为 59 ( 百 
T) 县 产 品 可 以 全 部 售 出 , 求 总 利润 函数 L(x) ， 并 问 每 天 生产 多 少 单位 时 才能 获得 最 大 利 


润 ， 此 时 最 大 利润 是 多 少 ? 
E 因为 可 变 成 本 就 是 成 本 函数 在 [oz 上 的 定 积分 ， 又 已 知 固定 成 本 为 200 〈 百 元 )， 
即 C(0) = 200 ， 所 以 ， 每 天 生产 х 单位 时 总 成 本 函数 为 


CO = 人 urloarco 
= (0° +150); = 2x? +15х + 200 
设 销售 x 单位 商品 的 总 收益 为 R(x) ， 根 据 题 意 有 
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R(x) = 59х 
ВЯ LO 为 
Цох) = R(x) — C(x) = 59х – (2х? +15х + 200) 
= 222 + 44x — 200 
由 LW)=-4x+44=0 


得 x=11， 
而 L(D=-4<0, 


所 以 每 天 生产 11 单位 时 可 以 获得 最 大 利润 ， 最 大 利润 为 
ЦІ) = -2х112 +44x11-200=42 (970). 


习题 6.2 


1. 设 生产 某 产品 x 箱 的 总 成 本 为 C(x) ， 总 成 本 的 边际 成 本 为 C(x) = 2х +10 (万 元 / 箱 )， 
固定 成 本 为 20〈 万 元 )， 求 总 成 本 函数 CCD . 

2. 已 知 某 商 品 的 边际 成 本 为 C(O) = 0.82 + 42 〈 元 /单位 )， 固 定 成 本 为 50〈 元 )， 边 际 
收益 为 R(O) =100-20 《元 /单位 )， 问 产量 是 多 少时 ， 利 润 最 大 ， 最 大 利润 是 多 少 ? 


3 已 知 某 商品 的 边际 收益 为 RO) -200-1O ， 求 该 商品 的 总 收益 函数 . 


本 章 小 结 


1.， 定 积分 在 几何 上 的 应 用 
(1) 平面 图 形 的 面积 : 
在 直角 举 标 系 中 ， 在 区 间 [a,8] 上 ， 对 x 积分 


Ж уб) >0， 则 面积 4= í Sde : 

жу) >80), WERA- ло) – вм 

若 在 区 间 [6,d] 上 ，p0) >yO)， 则 面积 4= 上 Ip0) -wy 

在 极 坐标 系 中 ， 由 曲线 = r(g) 及 射线 9=a ，0 = 围 成 的 图 形 的 面积 
а= [rofa G<). 


(2) 旋转 体 的 体积 : 
由 连续 曲线 y= f(x) ,直线 x=a，x=b 及 x 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 x 轴 旋转 一 周 而 形 


成 的 施 转 体 体积 为 
b 2 
v= ад [TSO] & 
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НЕВЕ х= ду), 直线 y=c，y=4 及 y 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 绕 y 轴 旋转 一 周 而 成 
的 旋转 体 的 体积 为 


7=z| lo. 


2. 定 积分 在 经 济 问题 中 的 应 用 
已 知 边际 成 本 求 总 成 本 ， 已 知 边际 收益 求 总 收益 以 及 求 最 大 利润 . 


复习 题 6 


1. ЖИЕ у? = 8x 与 直线 x+y-6=0 及 =0(?>0) 所 围 成 图 形 的 面积 . 
2. 求 下 列 各 曲线 所 围 成 图 形 的 公共 部 分 的 面积 . 

(1) r=3cos0, r=l+cos@ ; (2) r=V2sing, ғ? =соѕ20. 
3， 求 下 列 曲线 所 围 图 形 绕 指定 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 . 

(1) y=x y? = В 相交 部 分 的 图 形 绕 x 轴 ，? 轴 旋转 ; 

(2) х2 +(у– 2) =1 198 Ry 轴 . 


4 证 明 半 径 为 R 的 球 的 体积 为 洲 = 子 Ra . 


5. 已 知 某 商品 销售 2 个 单位 的 边际 收益 为 RO)= 200-0 (元 /单位 ), 求 总 收益 函数 
及 边际 收益 函数 . 


自 测 题 6 


1. 填空 题 
(1) 8 cosx ZE [0,5] 上 的 平均 值 为 
о) |? Gsinx-sin’ xdr = 
(3) £ [Asia 

dx lo 

+0 dx 

(4) Í xn 
2. АЖ 
(1) 由 zx 轴 、?y 轴 及 ?= (x+ 了 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 为 定 积分 C ). 

A) +a B) Гента с) | «+ D) [+ 


(2) 由 曲 边 梯形 D: а<х<Ь, 0<y< f(x) 绕 x 轴 旋 转 一 周 所 产生 的 旋转 体 的 体积 是 
б 
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D [os в [лов © [= ров D) fafo. 
3. 计算 题 . 
(1) 3903988 уг = 2x Б + у? =8 围 成 的 两 部 分 的 面积 . 


D 求 抛物 线 》=x? 与 直线 y=2x+3 围 成 的 图 形 的 面积 . 
G) 求 p=1+cos9 所 围 成 的 图 形 的 面积 . 


4. 设 某 种 商品 的 边际 收入 函数 为 R(O) -1000-0 , 其 中 o 为 销售 量 ，R=R(O) 为 
总 收入 ， 求 该 产品 的 总 收入 函数 . 
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本 章 学 习 目标 


° ”理解 多 元 函 教 的 概念 ， 了 解 二 元 函 教 的 极限 与 连续 性 概念 及 闭 区 域 上 连续 函数 的 
性 质 

理解 偏 导 数 及 全 微分 的 概念 ， 了 解 全 微分 存在 的 必要 条 件 和 充分 条 件 

掌握 复合 函数 一 阶 、 二 阶 偏 导 数 的 求法 

RREA АЖ 

了 解 二 元 函数 极 值 存在 的 充分 条 件 ， 会 求 二 元 函数 的 极 值 ， 会 求 简单 多 元 函数 的 
最 值 并 会 解决 一 些 简单 的 应 用 


71 多 元 函数 的 概念 


711 空间 解析 几何 简介 


解析 几何 是 用 代数 方法 研究 几何 图 形 的 科学 . 若 限 于 研究 平面 上 的 几何 图 形 ， 则 为 平 
面 解析 几何 ， 若 限于 研究 三 维 空间 的 几何 图 形 ， 则 为 空间 解析 几何 在 空间 解析 几何 中 
通过 建立 空间 直角 坐标 系 ， 把 空间 的 曲面 和 曲线 用 三 元 方程 来 表示 .从 而 用 代数 方法 研究 
几何 问题 

7.1.1.1 空间 直角 坐标 系 

1， 空 间 点 的 直角 坐标 

为 了 确定 空间 中 一 点 的 位 置 ， 需 要 建立 空间 的 点 与 数组 之 间 的 联系 . 

过 空间 一 个 定点 O0， 作 三 条 互相 垂直 的 数 轴 ， 他 们 都 以 O 为 原点 且 一 般 具 有 相同 的 长 
度 单位 ， 这 三 条 轴 分 别称 为 x 轴 〈 横 轴 )，? 轴 〈 纵 轴 )，z 轴 〈 竖 轴 )， 统 称 坐标 轴 通常 
把 x MA у 轴 配 置 在 水 平面 上 ，z 轴 在 铅 垂 方向 ， 他 们 的 指向 符合 右手 法 则 ， 即 当 右 手 的 
四 个 手指 从 x 轴 的 正 向 到 y 轴 的 正 向 握 住 z 轴 时 ， 拇 指 恰好 指向 z 轴 的 正 向 〈 如 图 7.1), 
这 样 的 三 条 坐标 轴 就 组 成 了 一 个 空间 直角 坐标 系 ， 点 O 称 为 坐标 原点 . 三 条 坐标 轴 中 的 任 
意 两 条 可 以 确定 一 个 平面 ， 这 样 定 出 的 三 个 平面 统称 坐标 面 ， 分 别 是 xOy Ili, yOz Ill, zOx 
面 ， 三 个 坐标 面 把 空间 分 成 八 个 部 分 ， 每 一 部 分 叫做 一 个 封 限 . 其 中 含有 正 向 x 轴 、 正 向 
上 轴 、 正 向 z 轴 的 那个 卦 限 叫做 第 一 封 限 . (如 图 7.2)， 取 定 了 空间 直角 坐标 系 后 ， 就 可 以 
建立 其 空间 的 点 与 数组 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
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图 7.1 图 72 


空间 任意 一 点 M, 过 M 点 作 三 个 平面 分 别 垂直 于 x SË. y 轴 、 z 轴 , 它们 与 x 轴 、y 轴 、 
z 轴 的 交点 分 别 为 P、O、R (如 图 7.3)， 设 P. Q. R 三 点 在 三 个 坐标 轴 上 的 坐标 依次 为 x， 
yzZ， 于 是 空间 一 点 M 就 惟一 地 确定 了 一 个 有 序数 组 (x,y,z) ， 有 序数 组 (x,y,z) 称 为 点 M 
的 坐标 ， 并 依次 称 x，y，z 分 别 为 点 M 的 横 坐 标 ， 纵 坐标 和 竖 坐 标 ， 反 之 任 给 一 个 有 序数 
组 (pm3， 则 在 三 个 坐标 轴 上 分 别 找到 P. Q. R 三 点 ， 使 这 些 点 在 三 个 坐标 轴 上 的 坐标 
依次 为 x，y，z， 过 P、Q、R 分 别 作 垂直 于 x Si. y 轴 、z 轴 的 平面 ， 这 三 个 平面 的 交点 M 


就 是 以 有 序数 组 (x,y,z) 为 坐标 的 点 .通过 直角 坐标 系 ， 就 建立 了 空间 点 M 与 有 序数 组 
(5 了 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 








图 7.3 





2 空间 两 点 间 的 距离 

引入 点 的 坐标 后 ， 空 间 两 点 间 的 距离 就 可 以 用 它们 的 坐标 表示 . 

BM)» Masy») 为 空间 两 点 .过 Mi ，M, 各 作 三 个 分 别 垂直 于 三 条 坐标 
轴 的 平面 ， 这 六 个 平面 围 成 一 个 以 MAM, 为 对 角 线 的 长 方 体 (如 图 7.4)， 根 据 勾 股 定理 ， 
容易 推 得 长 方 体 的 对 角 线 的 长 度 的 平方 等 于 它 的 三 条 村 的 长 度 的 平方 和 ， 即 

Ф =|мм, |м +|wu; 
=l мо? (мар 

ват |м} = АВ =, [м0] =|00=| |, |м] = |а =|- z|» 
а =|м\М.|= {о +O; уй? +(а,— 0. 

这 就 是 空间 两 点 间 的 距离 公式 . 
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特别 地 ， 点 М(х, y,z) 到 坐标 原点 O(0,0,0) 的 距离 为 : 


d=|OM|= Vx +y +z . 
7112 空间 的 平面 和 直线 的 一 般 方程 
由 于 空间 中 任 一 平面 都 可 以 用 一 个 三 元 一 次 方程 来 表示 ， 而 任意 一 个 三 元 一 次 方程 的 
图 形 都 是 一 个 平面 ， 所 以 称 如 下 的 三 元 一 次 方程 为 空间 中 平面 的 一 般 方程 : 
Ax+By+Cz+D=0 (7.1.1) 
由 于 空间 直线 可 以 看 作 是 两 个 平面 的 交 线 ， 因 此 空间 中 两 个 平面 的 方程 联 立 而 成 的 方 
程 组 





Axt+By+Cz+D,=0 
ed =0 (7.1.2) 
称 为 空间 直线 的 一 般 方程 . 
7113 空间 曲面 和 空间 曲线 的 一 般 方程 
1， 曲 面 的 方程 
在 空间 解析 几何 中 ， 任 何 曲面 都 可 以 看 作 点 的 几何 轨迹 .在 这 样 的 意义 下 ， 如 果 曲 面 
5 与 三 元 方程 
Е(х,у,2)=0 (71.3) 
有 下 述 关系 : 
曲面 S 上 任 一 点 的 坐标 都 满足 方程 《7.1.3)， 不 在 曲面 $ 上 的 点 的 坐标 都 不 满足 方程 
《7.1.3)， 则 称 方程 (7.1.3) 为 曲面 S 的 方程 ， 而 曲面 8 就 叫做 方程 《7.1.3) WAW. 
2， 空 间 曲 线 的 一 般 方程 
一 般 地 ， 空 间 曲 线 可 以 看 作 两 个 曲面 的 交 线 . 设 F(x,y,z) =0 和 G(x,y,z)=0 是 两 个 曲 
面 的 方程 ， 它 们 的 交 线 为 曲线 C， 因 为 曲线 C 上 的 任何 点 的 坐标 应 同时 满足 这 个 曲面 的 方 
程 ， 所 以 应 满足 方程 组 
ee (7.1.4) 
G(x,y,z)=0 
反 过 来 ， 若 点 不 在 曲线 C 上 ， 则 它 的 坐标 不 满足 方程 组 7.1.4)， 因 此 ， 曲 线 C 可 以 
用 方程 组 (7.1.4) KER, HBA (7.1.4) 叫做 空间 曲线 的 一 般 方程. 
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1， 多 元 函数 的 定义 
在 许多 自然 现象 和 经 济 现象 中 ， 经 常 遇 到 多 个 变量 之 间 的 依赖 关系 ， 举 例如 下 ， 
例 1 长 方形 的 面积 5 与 它 的 长 a, 宽 b 之 间 的 关系 为 
$=аЬ (a>0,b>0), 
RE, SHE a b 的 变化 而 变化 . 4 а. b 取 定 一 对 数值 时 ， S 的 对 应 值 就 随 之 确定 . 
例 2 某 商 品 的 销售 量 为 2， 商 品 的 销售 价格 为 P， 购 买 商品 的 人 数 为 VY， 设 此 种 商 
品 的 销售 量 8 与 价格 P， 人 数 N 有 关系 
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Q=a-bP+cN (P>0,N>0O, 

ЖФ а, b, c 均 为 正常 数 . 那么 ， 当 P, N 在 一 定 范围 内 取 定 一 组 值 时 ，2 的 对 应 值 就 随 
之 确定 . 

以 上 两 个 例子 的 实际 意义 虽然 不 同 ， 但 它们 都 有 共同 之 处 .我 们 抽出 它们 的 共性 ， 就 
可 得 出 二 元 函数 的 定义 . 

定义 1 设 x,y,z 是 三 个 变量 ,D E хОу MERIR AR, EF D AREA Р(х,у), 
变量 z 按照 一 定 的 法 则 /总 有 确定 的 值 与 之 对 应 ， 则 称 变量 z 是 变量 x，y 的 二 元 函数 ， 记 
为 z= (х,у), Жфх, ) 称 为 自 变量 ，z 称 为 因 变 量 ，D 称 为 函数 的 定义 域 . 

类 似 地 可 以 定义 三 元 函数 , UEF n TAM. 二 元 及 二 元 以 上 的 函数 统称 为 多 元 函数 . 

与 一 元 函数 一 样 ， 定 义 域 和 对 应 法 则 是 二 元 函数 的 两 个 要 素 ， 在 讨论 用 解析 式 表 达 函 
数 时 ， 其 定义 域 是 一 切 使 该 解析 式 有 意义 的 平面 点 集 . 

二 元 函数 2= f(x,y) 的 定义 域 一 般 为 一 个 平面 区 域 ， 所 谓 平面 区 域 可 以 是 整个 хОу F 
面 或 是 由 几 条 曲线 所 围 成 的 部 分 ， 围 成 平面 区 域 的 曲线 称 为 该 区 域 的 边界 ， 包 括 边 界 在 内 
的 区 域 称 为 闭 区 域 ， 不 包括 边界 在 内 的 区 域 称 为 开 区 域 ， 包 括 部 分 边界 的 区 域 称 为 半 开 半 
闭 区 域 ， 如 果 区 域 延 伸 到 无 穷 远 处 ， 则 称 为 无 界 区 域 ， 否 则 称 为 有 界 区域 ， 有 界 区 域 总 可 
以 包括 在 一 个 以 原点 为 圆心 的 圆 域内 . 

例 3 ЖС: =(9- х°- у?у+ [2 + у? —1 ER. 

R ”因为 此 函数 是 两 个 函数 

In(9 - x? -e +y2-1 
的 和 ， 要 使 它 有 意义 ，x，y 必须 同时 满足 不 等 式 
9-xw-y>0 有 x+y -1>0 





BD 1<х?+у?<9 
它 表示 xOy 平面 上 以 原点 为 圆心 ,半径 为 3 的 圆 与 半径 为 1 的 圆 所 围 成 的 圆 环 域 ,如 图 7.5. 





图 7.5 


注意 ”包含 边界 曲线 内 圆 妆 + 2 =1， 但 不 包含 边界 曲线 外 圆 z2+ y?=9. 
2， 二 元 函数 的 几何 意义 
一 元 函数 y= /(х) 通常 表示 хОу 平面 上 的 一 条 曲线 . 二 元 函数 z= fy), (x,y)e D , 
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其 定义 域 DD 为 xOy 平 面 上 的 一 个 区 域 .对 于 DD 中 任 一 点 M(x,»), 必 有 惟一 的 数 z= f(x, y) Б 
其 对 应 ， 因 此 三 元 有 序数 组 (x,y, /(х, у) 就 确定 了 空间 的 一 点 Р(х, у, /(х, у)), 所 有 这 样 确定 
的 点 的 集合 就 是 函数 2= f(x, у) ЈК, 通常 表示 一 张 曲面 . 这 就 是 说 ,对 于 二 元 函数 , € 


的 几何 图 形 可 以 用 空间 直角 坐标 系 中 的 一 个 曲面 来 表示 ， 而 定义 域 D 恰好 是 这 个 曲面 在 
хОу 平面 上 的 投影 (如 图 7.6)， 因 此 ，z = ух, yy) 叫做 曲面 方程 .三 元 和 三 元 以 上 的 多 元 函 


数 没 有 直观 的 几何 意义 . 
函数 z= Ji- = y 的 图 形 是 位 于 хОу 平面 上 方 的 单位 半球 面 ， 其 定义 域 是 Oy 平面 
上 的 单位 圆 好 +y?<1， 是 一 个 闭 区 域 (如 图 7.7). 








713 二 元 函数 的 极限 与 连续 


二 元 函数 的 极限 和 连续 与 一 元 函数 的 情形 类 似 ， 它 们 描述 了 在 两 个 独立 自 变量 的 某 个 
变化 过 程 中 ， 相 应 函数 的 变化 趋势 ， 但 是 二 元 函数 的 自 变 量 有 两 个 ， 自 变量 的 变化 过 程 比 
一 元 函数 要 复杂 的 多 . 

1， 二 元 函数 的 极限 

把 一 元 函数 的 极限 概念 推广 到 二 元 函数 上 ， KEHA Р(х,у) P (xoy), Ж 
数 z= /(х, у) REER. 虽然 点 Р(х, у) BBT Рх уу) 的 方式 多 种 多 样 ， URH о 表示 
Ж Р(х,у) ® кї Рух, уу) Z IRIRE 8 

WA P 一石 的 过 程 不 论 多 么 复杂 ,总 可 以 用 x — ху > y Ro 0 来 表示 自 变 量 的 变 
化 过 程 。 由 此 给 出 二 元 函数 极限 的 定义 . 

定义 2 设 z= f(y) 在 点 及 (wo,yo) 附 近 有 定义 (在 点 Рух, у) 可 以 没有 定义 ), 如 果 当 
点 Ps 蕊 趋向 点 郧 Co) 时， 对 应 的 函数 值 f(x,y) 总 是 趋向 于 一 个 确定 的 常数 4， 则 称 4 
为 函数 z= f(xy) 3 x 一 xy 一 为 时 的 极限 ， 记 作 : 

lim f(x,y)= A+ 
хэ» 
уэ» 
Ју) ЭА Ewy > уу). 
上 述 极限 也 可 以 记 作 : 
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lim /(»у)=4  Ср=ү(х-җу +000)? Э. 

注意 二 元 函数 的 极限 存在 ， 是 指点 Р(х, у) 以 任意 方式 趋 近 于 Вухо ус) 时 ， 函 数 都 无 
限 接近 于 A. ШЖ Р(х,у) 以 菜 些 特殊 方式 ， 例 如 沿 着 一 条 或 几 条 定 直线 或 定 曲 线 趋 近 于 
R(xo,yo) 时 ， 函 数 无 限 接近 于 某 一 确定 值 ， 不 能 由 此 说 明 函 数 的 极限 存在 . 但 是 ， 如 果 当 
Р(х, у) 以 两 种 不 同方 式 趋 近 于 Рх, ya) Ч, ВЖ f(x,y) 趋 于 不 同 的 值 ， 则 可 以 断定 此 函数 
Ж Р(х, у) > P (Xo у) 时 极限 不 存在 . 

例 4 iHe lim- EEFE. 

= 


x +y 





R РОХ, у) х СТН (0,0), у=0,/(х,у)= f(x,0), (x 20) 
x-0 


lim—2_ = т 2-0 
0x +y Ox +0 
X> 


当 点 Ps,) 沿 y 轴 趋 近 于 点 (0,0) 时 ，x=0, (х,у) = /(0,у), (у = 0) 














但 是 当 点 Pix, y) $Ë у = 心 趋 近 于 点 (0.0) 时 
x-ko k 
Ы E 
即 lim —2 х К 


x ty хэду'+ ху! l+É 
Jr 一 0 








其 值 与 上 有 关 ， 因 此 lim 不 存在 . 
хох +y 
一 元 函数 的 极限 运算 法 则 可 以 类 似 地 推广 到 二 元 函数 的 极限 运算 中 . 
2， 二 元 函数 的 连续 性 
与 一 元 函数 一 样 ， 可 用 二 元 函数 的 极限 给 出 二 元 函数 连续 的 定义 . 
定义 3 如 果 当 x 一 xoy 一 加 时 ， 函 数 的 极限 存在 ， 且 等 于 它 在 点 Рух, yo) 处 的 函数 
值 ， 即 
dim SY) = Јо, у) 
y> 
那么 就 称 函数 z = f(y) EA Р(х ya) 处 连续 . 
车 函数 在 区 域 D 内 每 一 点 都 连续 ， 则 称 函数 在 区 域 D 内 连续 . 车 函数 z= f(x, y) EP 
оу) 处 不 连续 , Жк Дух, уо) 为 函数 的 间断 点 . 二 元 函数 的 间断 点 可 以 形成 一 条 线 . 例 


M G) =sin- r fE + y? = 1 处 同 断 ， 所 以 该 加 周 上 的 点 者 是 间断 点 . 
在 区 域 D 上 连续 的 二 元 函数 的 图 形 是 一 张 连续 的 曲面. 


与 一 元 函数 相似 ， 二 元 连续 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 分母 不 能 为 零 ) 及 复合 函数 仍 是 
连续 函数 . 将 变量 xy 的 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 及 复合 ， 并 可 用 的 一 个 解析 
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式 表示 的 函数 称 为 二 元 初等 函数 .一 切 二 元 初等 函数 z = f(x,y) 在 其 定义 区 域内 连续 . 
于 是 ， 二 元 初等 函数 f(x,y) 在 其 定义 区 域内 总 有 : 
Tm Sy) = Ло, yo) 


уэ» 








例 5 Rimi, 
y3 
解 а 且 点 (2,3) 在 该 函数 的 定义 区 域内 ， 故 
im ty _ _5 
па =703)=5 
хэ) 


ә А 
例 6 HEEN лосу) ут ' 0890000 


0 ‚ (x,y) = (0,0) 
解 SAO, Ло, у) 5%] АЙ, ВЕ (х,у) = (0,0) 的 点 处 连续 . 
Ж (х,у) = (0,0) 时， 由 例题 4 可知 
lim f(x,y) = lim 


хэй 十 
узо Je0 А: y 


极限 不 存在 ， 所 以 函数 S(x у) 在 点 (0,0) 处 不 连续 ， 即 原点 O(0,0) 是 函数 的 间断 点 

有 和 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 ， 具 有 以 下 性 质 : 

性 质 1 在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 ， 必 有 最 大 值 与 最 小 值 . 

性 质 2 ”在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 ， 必 能 取得 介 于 函数 的 最 大 值 与 最 小 值 之 间 
的 任何 值 . 


的 连续 性 . 








习题 7.1 
1. 求 下 列 函 数 的 定义 域 . 
O тун 0) га] -5-0. 
(3) ту? = (4) 2= (х y+; 
(5) zz, (6) z= [2 1. 


2， 求 下 列 函数 在 指定 点 的 函数 信 . 
D /®ў=зу+®› RIG /ü-D: 


x 


11 
0) уку) = у, ЖС), IGD 
3. 求 下 列 函数 的 极限 . 
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CD imt, (2) lim 
хэ? ху хэр? ы 
x= 
(4) li 
з) pp mex +y? 
узб y- 
72 (же 
721 偏 导数 的 概念 


本 节 讨论 二 元 函数 的 变化 率 问 题 . 下 面 先 介绍 关于 二 元 函数 改变 量 的 几 个 概念 . 
设 函 数 z= f(x,y) 在 点 (у у) 的 某 个 邻 域 内 有 定义 . 当 x 在 x% 处 有 改变 量 Ax(Ax #0), 


而 y= у 保持 不 变 时 ， 得 到 函数 z 的 一 个 改变 量 
A,z = f@o + Ах, уу) — f(xo, Y0) 
称 为 函数 /(х, у) ЯР x 的 偏 改 变量 (或 偏 增 量 )， 类 似 地 ， 可 定义 函数 f(x,y) 对 于 y 
的 偏 改 变量 或 偏 增 量 ) 
Az = f (Xo Yo + Ay) — fo Yo) 
类 似 于 一 元 函数 的 导数 定义 ， 我 们 有 : 
EX BRAR Sy) EA (xo,y0) 的 某 个 邻 域内 有 定义 如果 当 hx 0 时 ， 极 限 
im 22 = tim Jo + АУ) f(xo у) 
дал = En, гуа 
存在 ， 则 称 此 极限 值 为 函数 /(х, у) 在 点 (xo,yo) 处 对 x 的 偏 导数 . 
' 90,5) ë | 
efe О), 9 жш, 


=җ < 
у=» y=% у» 





同样 ， 如 果 极限 
lim >. lim 200705 Ay) — f(X0 уо) 
дуэо Ау ayo Ay 


存在 ， 则 称 此 极限 值 为 函数 f(x, y) 在 点 o уо) 处 对 y 的 偏 导数 . 


A WEA ж 


у=» 


MRAM z= f(x, 用 在 平面 区 域 内 每 一 点 (%,y) 处 对 x (或 对 y) 的 偏 导数 都 存在 ， 则 
称 函 数 f(x 力 在 DD 内 有 对 x (或 对 y) 的 偏 导 函 数 ， 简 称 偏 导数 ， 记 作 : 


Ло», ID, а. 


У |х" 
у=» 








pr 





уу,» ze, Z=; 


显然 有 
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Лб) Ле 


(хө) 
L'ao) = se А 
二 元 函数 的 偏 导数 的 定义 完全 可 以 类 似 地 推广 到 三 元 或 更 多 元 的 函数 上 去 . 


根据 偏 导数 的 定义 可 知 ， 求 多 元 函数 对 某 一 个 自 变量 的 偏 导 数 时 ， 只 须 将 其 余 的 自 变 
量 视 为 常数 ， 用 一 元 函数 的 求 导 方法 求 导 即 可 . 


例 1 Жййг=з?+у?+х+1йИй 2 ©. 
解 把 ,看 成 常量 ， 对 x 求 导 ， #НЁ=2х+1, 
把 x 看 成 常量 ， 对 y 求 导 ， 得 学 =2y。 


例 2 求 函数 z= 妆 + 办 +x+1 的 偏 导数 在 (2) 处 的 偏 导数 . 


ж | -at 1, ë 
= 








722 高 阶 偏 导数 


一 般 而 言 ， 函数 == /tx RS z - FED / = 到 光世 还 是 xy 的 一 元 函数 如 


果 这 两 个 函数 对 自 变量 x ЖП y 的 偏 导数 也 存在 ， 则 称 这 些 偏 导数 为 函数 f(x,y) 的 二 阶 偏 导 
数 ， 记 作 


25 Е 2 = у) 2,7 (72.1) 
£= = 二 多 = fy Gy) = z, (722) 
ет = 56 = fy ©) = z" (7.2.3) 
£ = iE = fa ($I) = Za (7.2.4) 


(722), (724) 称 为 混合 偏 导数 ， 它 们 的 区 别 在 于 求 导 的 先后 次 序 不 同 ， 它 们 并 不 
2, 2, 

ене, # кт Ба ки D йни, мев p ая 22. - #=, MME 
ЧАЕНА. 

与 二 元 函数 的 二 阶 仿 叶 数 相 类 似 可 得 三 阶 、 四 阶 以 至 阶 偏 导数 ， 二 阶 及 二 阶 以 上 的 
ФОКИН. 

例 3 Ж:- 7+5 зуга ВНЕР. 

ёг 


& _ 2 2 . =312 
ж Fy: gY бху; 
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25 g 60-6 
习题 7.2 
1. 求 下 列 函数 的 偏 导数 . 
(1) z+ (2) z=e?; 
(3) zsind (4) z=arctanZ, 


(5) 设 z=(4+xy》， 求 在 点 (1 了 ) 处 的 偏 导数 ， 


ч ë ЕЗ 
(6) 设 z=InGx+ 之 )， жа ; z Т 
2х ао Pho 
2. 求 下 列 函 数 的 高 阶 偏 导 数 . 
2, 2, 2, 
(1) т=х*+у*-4у?, 4 ` s 9 £: 


24 2.3 д: да Oz ax 
(2) 2=5х*у+10х?у?, R , P ' бду D 


73 全 微分 


7.3.1 全 微分 的 概念 


下 面 讨论 二 元 函数 z = /(х, у) HAAR x, у 同时 变化 时 函数 的 变化 情况 . 先 看 一 个 
实例 . 
设 有 一 矩形 金属 片 ， 长 为 x， 宽 为 y， 则 面积 5=xy. 当 边 长 +，y 分 别 有 增 量 Ax,Ay 时 ， 
面积 的 增 量 为 

Az = (x + Ax)(y + Ay) — xy = yAy + хАх + АхЛу 

上 式 右 端 可 看 作 两 部 分 ， 第 一 部 分 yAy + xAx 是 Ax, Ay 的 线性 函数 ， 第 二 部 分 ArAy ， 
当 Ar 一 0Ay 一 0 时 ， 它 是 比 p=WAoz+(Ay: 高 阶 的 无 穷 小 量 (如 图 78) 如 果 以 
JAy+xAxr 近 似 的 表示 AS ， 而 将 AxAy 略 去 ， 则 其 差 AS - (yAy+ хАх) 是 一 个 比 p 高 阶 的 无 
穷 小 量 .我 们 把 yAy + xAx 叫做 面积 S 的 微分 ， 记 作 : 

dS = улу + хАх 
类 似 于 一 元 函数 ， 可 以 给 出 二 元 函数 微分 的 定义 . 
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定义 ” 设 二 元 函数 z= f(x,y) fE Pš (x, у) 处 的 某 邻 域内 有 定义 , 如 果 在 (x, y) 点 的 全 增 
量 
Аг: = f(x+ Ax, y+ Ay) — f(x, y) 
可 表示 为 : 
Аг = ААх+ ВЛу + o(p) » 
其 中 4,B 与 Ar,Ay EX, Н р= (Ах)? +(Ду)?, 902) -0, 则 称 ААх + BAy 为 函数 


2= Ју) Ен (у) 的 全 微分 ， 记 作 ас, BD 
dz = AAx + BAy , 
这 时 称 函数 z= f(x,y) FEA (x, y) 处 可 微 . 
由 定义 可 知 : 
(1) 如 果 函 数 z = f(x, y) fE (х,у) 处 可 微 ， 则 在 该 点 处 函数 的 两 个 偏 导数 Z 


都 存在 . 

(2) 函数 z= f(x,y) EA (х,у) 处 可 微 ， 由 Аг = AAx+ BAy+ olp) 可 得 当 Ar ->0 且 
Ду э 08, ЖЛ: 一 0， 这 说 明 函 数 在 点 (x,y) 处 连续 

函数 z= f(x,y) 的 全 微分 与 连续 、 偏 导数 有 下 面 的 关系 证 明 从 上 略 ). 

定理 1 车 z= f(% 少 在 点 (% 力 可 微 ， 则 它 在 点 (xy) 处 一 定 连续 . 

注意 ”此 定理 的 逆 命 题 不 成 立 ， 即 函数 在 某 点 连续 不 一 定 可 微 . 

定理 2 车 z= f(% 力 在 点 (%) 可 微 ， 则 它 在 点 (x,y) 处 的 两 个 偏 导数 存在 ， 且 


эк Ж 


与 一 元 函数 一 样 ， 规 定 自 变量 的 增 量 就 是 自 变量 的 微分 ， 即 Ax = dx,Ay= dy, WAM 
分 又 可 记 作 : 


=a aq. 


注意 ”二 元 函数 偏 导数 存在 仅仅 是 可 微 的 必要 条 件 ， 而 不 是 充分 条 件 ， 即 二 元 函数 在 
点 (6 力 处 的 两 个 偏 导数 都 存在 ， 它 在 点 (х,у) 处 不 一 定 可 微 . 
定理 3 设 函数 (xy) EA (xy) 的 某 领 域内 有 连续 的 偏 导数 ， 则 函数 z= /f(x,y) 在 点 
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(x,y) 处 必 可 微 . 
全 微分 的 概念 可 以 推广 到 三 元 及 三 元 以 上 的 函数 , 例如 , 若 三 元 函数 = fyz) EK 
RD 内 具有 连续 的 偏 导数 ， 则 w= f(x,y,z) 在 D 内 可 微 ， 其 全 微分 为 


ди ди ди 
ЕЗАМ Ke н 


#11 REM z= ersiny ÆA (0,5) 处 当 Ar= 0,04, Ду = 0.02 的 全 微分 . 


ё su, & > 
解 2 эш» rx оозу, 
ај 1 әј 3 
ао "2° дуро 272 
> > 


5 


ё ё 1 
& = огл уду =зух0д4 +®;-х002 = 0037. 


#2 „Жабы V HEMD. 
解 Z yo, бых, 
&= ++ = ух'!йх+х?”1пхау. 


732 全 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 


由 二 元 函数 全 微分 定义 可 知 , 全 增 量 与 全 微分 之 差 是 p 的 高 阶 无 穷 小 ,所 以 当 |Ax|,|As| 

很 小 时 ， 有 
Az = dz = f.'(x,y)Ax + f/(x,y)Ay 

x А: = f(x + Ах,у + Ay) — Ју) 
从 而 f + Ах,у + Ay) = (х,у) + f/(x,y)Ax + f/(x,y)Ay 

因此 ， 我 们 可 通过 全 微分 计算 Az 和 /(х + Ax, y+ Ду) 的 近似 值 . 

例 3 RAI 的 近似 值 . . 

解 ”计算 4.98*" 的 值 可 以 看 作 fay) "4 x+Ax=198, y+Ay=4.01 时 
S+ Ax, y + Ay) ВИН. 

Wx=2, Ах=-0.02, у=4, Ay=0.01 


D= ую |, = 32 
y=4 
70,4) = z” Ind,- =11.09 
у=4 
0.98 = 大 CAr+ f AA+ 70,4) 


#32x(-0.02) +11.9x0.01+16 
=15.47 
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#4 有 一 两 端 封闭 的 圆柱 形 金属 简 ， 底 半径 为 5 厘米 ， 高 为 18 厘米 ， 在 简 面 上 涂 上 
F 0.01 厘米 的 油漆 ， 问 需 多 少 油漆 ? 

й ”本题 可 以 看 作 求 体积 增 量 的 问题 . 

设 圆 简 底 半径 为 -， 高 为 h， 则 体积 为 

V=mh, 
体积 增 量 AV 即 为 用 油漆 的 体积 
Wado- Zaran 
= nr(2?hdr + rdh) , 


将 r=5，h=18，dr =0.01，dh=0.02 代入 上 式 得 
AV = dv = 5п(2х18х0.01+ 5x 0.02) 


=722ст?. 


习题 7.3 


1. 求 下 列 函数 的 全 微分 . 


(1) z=x2y', (2) zf. 
# 


(3) z=e™», (4) z=In(2x? +3у?). 
2， 求 下 列 函 数 在 给 定 条 件 下 的 全 微分 值 . 

(1) 函数 z=2x? +3y?， 当 x=10 , y=8 , Ax=02 , Ay=03; 
(2) 函数 z=e?， 当 x=1 , y=8 , Ах=015 ，Ay=0.1. 

3. 计算 下 列 各 式 的 近似 值 : 

(1) 401.02)? +(1.97)? ; (2) (10.1)29%. 


74 多 元 复合 函数 与 隐 含 数 的 微分 法 


7.4.1 多 元 复合 函数 微分 法 


BRM z= fluv) 是 变量 wv 的 函数 ， 而 u,v 又 是 变量 zy 的 函数 w= g(x,y) , 
vayy) їг = flp(x,y),w(x,p)] 是 x,y 的 复合 函数 ， 其 中 ,vy 称 为 中 间 变 量 ， 对 于 
这 种 类 型 的 复合 函数 的 偏 导数 ， 有 下 面 的 定理 . 


定理 设 z=f(uv) 可 微 ， 且 w=g(x,y) ，v=w(x,y) 的 偏 导数 都 存在 ， 则 复合 函数 
2= I9(x,y),w(x,»)] 对 x,y 的 偏 导数 存在 ， 且 
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在 求 多 元 复合 函数 的 偏 导数 时 ， 要 弄 清楚 哪些 是 中 间 变 量 ， 哪 些 是 自 变量 以 及 它们 之 
间 的 复合 关系 .常用 图 示 法 表达 变量 之 间 的 关系 ， 如 图 7.9. 

由 公式 (7.4.1) 可 以 看 出 ， 求 复合 函数 > 对 某 个 自 变 量 的 偏 导数 时 ， 要 通过 一 切 有 关 的 
中 间 变 量 而 归结 到 该 自 变 量 .例如 ， 若 求 z 对 x 的 偏 导数 ， 就 从 图 中 看 出 ，z 到 达 x 的 路 径 


有 两 条 ， 即 z -yx -xz 和 z _》y -yx йг -xx 求 出 于 与 下， 相 乘 为 公式 中 的 第 一 项 ， 
Brovo kti Z5, 相 乘 为 公式 中 的 第 二 项 ， maza Q Z # да. 公 
式 可 简 记 为 “沿线 相 乘 ， 分 线 相 加 ”这 就 是 一 元 函数 的 复合 函数 微分 法 的 链 式 法 则 . 


= 


例 1 82=е"зіпу, u=, у=х+у, жана. 
解 u,v 是 中 间 变 量 ，z 是 x,y 的 复合 函数 ， 且 变量 之 间 的 关系 如 图 ， 而 


=e" sinv- y +e” соѕу:1 
= ye” sin(x + y) + e” cos(x + y) 


=e? [ysin(x + у) + cos(x + y)] , 


=e" siny- x+e"cosy-1 
= xe” sin(x + y) + e” cos(x + y) 
=e”[xsin(x+ у) + соѕ(х+ у)], 
对 于 中 间 变 量 和 自 变量 不 是 两 个 的 情形 ， 都 可 以 类 似 的 用 复合 关系 图 写 出 求 导 公 
R. 我 们 经 常 遇 到 以 下 情况 : 
#г=/(и,у), Їйи=ф(), у=у(), 则 复合 函数 z= flov OE t 的 一 元 函数 ， 
z,u,V,t 间 的 关系 如 图 7.10. 
这 时 z 对 + 的 导数 称 为 全 导数 ， 
即 : 
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另外 ， 如 果 z=f(x,y)， 而 y=g(x) ， 这 时 z,x,y 的 关系 如 图 7.11， 则 复合 函数 
z= f[x,p(x)] 的 全 导数 为 : 


Ne 
z t 
> у 1 
图 7.10 图 7.11 
多 元 复合 函数 的 复合 关系 多 种 多 样 ， 一 般 要 正确 画 出 各 变量 之 间 的 复合 关系 图 ， 再 写 
出 相应 的 导数 公式 ， 然 后 进行 计算 . 
例 2 设 z=z 而 zx=sinby=cost， RŽ, 
Ж 画 出 函数 关系 图 7.12， 
于 是 
dz _д: dx ‚д: dy 


di ох dt Oy dr 
= ух?! -cost +x Inx- (-sint) 
= yx” cost — x” sint]n x 
=(sin4)®" cos?1 — (sinz)°9%*1 Insint , 


т ОВР 
Каур” 


图 7.12 





例 3 Wz=x +J Jy, y=sinx, ж&. 


解 画 出 函数 关系 图 7.11， 
于 是 





742 微分 法 
在 一 元 函数 微分 学 中 ， 讨 论 过 由 方程 F(x,y) =0 所 确定 的 函数 y= у(х) 的 导数 ， 但 没 
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有 计算 公式 ， 现 在 根据 多 元 复合 函数 的 微分 法 则 ， 推 导 一 元 函数 的 导数 公式 ， 并 将 其 推广 
到 多 元 函数 的 隐 函 数 的 情形 . 
车 方程 F(x,y)=0 确 定 了 y 是 x 的 函数 y= f(x) ， 于 是 得 到 
F[x, f(x)] =0 (74.1) 
AIRES Р(х, у) 在 点 (x, y) HRABRA EER Ж Р, (х,у) RF, (х,у), BEA 


(х,у) Ж Р(х,у) #0, ЖАХ (741) 式 的 两 端 对 x 求 导 ， 即 得 





Fiy) +F) =o 
HFE, (х,у)#0, ШЖ 
由) 
@& Fiy) 
例 4 ЖАВ зу нх у= ТЕВЕ у= /(x) 的 导数 和 
Ж Р(х,у) = ху+х+у-1, 
ДЕ, (х,у)=у+1, Е, (х,у)=х+1, 
Ф Ебу) y+ 
dx Б (х,у) x+l ч 
这 同 前 面 通过 方程 两 边 对 x RS, 再 解 出 和 的 结果 是 一 样 的 . 


车 z=/(x,y) 是 由 方程 F(x,y,z)=0 所 确定 的 二 元 隐 函 数 ， 则 有 以 下 等 式 
Flx,y, f(x,y)] = 0 (742) 
其 变量 间 的 关系 如 图 7.13 MR. 


图 7.13 


OF OF ôF, дЕ 
ША с y a Ж HB 0, & (14.2) 式 两 端 分 别 对 х,у 求 偏 导数 ， 得 
ағ F ао, дЕ дЕ ё 


дг. дг 
агт 得 





дЕ дЕ 
ёа Е ёа у ЕБ 
& F к' ду F р 
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例 5 设 2 -Iya ЖЕНА. 


R 令 F(x,y,z)=z -Зхуг-а?, FE 
дЕ дЕ дЕ 2 
Sy E 3ха,0 =322 -3 
yz, хт, 22 — 3xy 








求 隐 函 数 的 偏 导数 可 以 用 公式 法 ， 也 可 以 用 定义 法 ， 如 下 题 . 


例 6 计算 由 方程 e: -z? -x-y =0 确 定 的 隐 和 函数 z= /f(x,y) 的 偏 导 数 . 


解 将 方程 两 边 对 x 求 偏 导数 得 


e 2-2. -2x=0, 








дг 2х 
HERTA =, 

下 = 
同 理 可 得 “=== 


习题 7.4 


1. 求 下 列 函数 的 导数 . 


(D 设 z=zziny， 而 4= 工 ，v=3z-2?， 求 宅 , 宇 ， 
z=u Inv u > v=3x-2y ay 

(2) =? +v +иу, Wiu=sint, v=0, x, 

(3) Ж г= хѕіпу+ 2х2 +e", v=x +y, 求生 ,于 

(4) = Јо -у?,е°), жа. 

2. 计算 下 列 方程 所 确定 得 导数 或 偏 导数 . 

(1) +y +z -3oz-4=0, 求全 党: 


(2) -xe =0, RË: 
x+y- xi жее 


(3) x+y-z-cos(xyz)=0, ж, 


ё ё 
(4) её = хуг, RS =. 
e = хуг Жу 
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75 多 元 函数 的 极 值 与 最 值 


7.5.1 多 元 函数 的 极 值 


前 面 我 们 已 经 求 过 一 元 函数 的 极 值 ， 最 大 值 和 最 小 值 . 但 是 在 生产 实践 ， 科 学 研究 和 
经 济 活动 分 析 中 往往 会 遇 到 一 些 最 优化 问题 ， 这 些 最 优化 问题 有 相当 一 部 分 可 以 归结 为 多 
元 函数 的 极 值 问题 例如 在 安排 生产 计划 问题 ， 如 何在 现 有 人 力 、 物 力 条 件 下 ， 合 理 安排 
产品 生产 ， 使 国民 生产 总 值 最 高 或 总 利润 最 大 ， 总 成 本 最 少 等 ， 这 些 问 题 都 涉及 到 多 元 函 
数 的 极 值 , 最 大 值 或 最 小 值 . 为 此 在 这 一 节 里 我 们 将 以 二 元 函数 为 主 讨论 多 元 函数 的 极 值 ， 
然后 利用 函数 的 极 值 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

定义 ” 设 函数 z= (х,у) ЕА (хоу) 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 对 于 该 邻 域内 任何 异 于 
(хо, у) 的 点 (x,y)， 如 果 都 有 

SY) < f(x.) 

则 称 函 数 f(x,y) 在 点 (xo, у) 处 有 极 大 值 Оо уо) - 

BZ, ERYL х,у) > f(xo,yo)， 则 称 函数 在 点 (xo, Vo) 处 有 极 小 值 Oy), WR 
数 取得 极 值 的 点 (хо, Vo) 称 为 函数 的 极 值 点 . 

函数 的 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 极 值 ， 使 函数 取得 极 值 的 点 称 为 极 值 点 . 

同一 元 函数 一 样 ， 在 上 述 定义 中 仍 要 注意 : 

O) 极 值 点 一 定 是 区 域内 的 点 ， 而 不 是 边界 点 ; 

D BER Sy) < /(х,) GR f(x,y) > /(ху,)) BRE (хо, уо) 某 个 邻 域 的 
局 部 范围 内 成 立 ， 不 要 求 在 函数 整个 定义 域 上 成 立 . 

例 1 @#г=/(х,уу= х +2у? + ERA (0,0) 处 取得 极 小 值 为 1. 

В У,у) = x? +2y +1 对 于 任何 (x,y)(0,0) 的 点 ， 都 有 

fGx,y)=x° +2y2 +1>1= f(0,0), 
这 个 函数 的 图 形 是 椭圆 抛 物 面 在 曲面 上 点 (0,0,1) 低 于 周围 的 点 (如 图 7.14). 





图 7.14 


例 2 函数 z= /Kx 力 =1- 妆 一 272 在 原点 (0,0) 处 取得 极 大 值 为 1， 因为 
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Роу) =1-х 2) 
ХЕРЕ (х,у) = 00,0) 的 点 ， 都 有 
Jf@,y)=1-x° -2y <1 = f(0,0) 
函数 的 图 形 是 椭圆 抛物 面 ， 在 曲面 上 点 (0,0,1) 高 于 周围 的 点 (如 图 7.15). 





图 7.15 


定理 1 ( 极 值 的 必要 条 件 ) ” 设 函数 z = f(x,y) Е (х, уо) 处 取得 极 值 ， 且 函数 在 

该 点 处 有 一 阶 偏 导 数 ， 则 有 
大 (oo)=0 — 万 Cooo)=0. 

证 因为 点 (xo,yo) Ж S(x,y) 的 极 值 点 ， 若 固定 f(x,y) 中 的 变量 y, 令 y=J， 则 
/(х,») 是 关于 x 的 一 元 函数 ， 它 在 如 处 有 极 值 ， 因 而 有 大 (xm,))= 0 ， 同 理 可 证 
fy wosy0)=0. 

仿照 一 元 函数 , WE S oyo) =0, f; (хоу) = 0 同时 成 立 的 点 (o, yo) › 称 为 函数 f(x, у) 
的 驻 点 ， 由 定理 1 可 知 ， 具 有 偏 导数 的 函数 的 极 值 点 必定 是 驻 点 ， 但 是 函数 的 驻 点 不 一 定 
是 极 值 点 . 

例 3 求 函 数 f(x,y)=x +y ЖН. 

и “由 方程 组 É 596 

f, =2у=0 
RFEA (x, y) = (0,0). 

HT /(0,0)=0<х? +y? 〔( 当 zy 不 同时 为 0 时 )， 所 以 是 极 小 值 点 ，7(0,0) = 0 为 极 小 
值 (也 是 最 小 值 ). 

例 4 讨论 函数 f(x,y)=x? -y ERARE. 

解 由 fr =2x=0 ，f, =-2y=0 
得 驻 点 (x,y)=(0,0) 

但 当 x=0,y#0 时 ，f(0,y)=-y?<0; 
当 y=0,xz#0 时 ，/(x,0)=x? >0. 
因此 f(0,0) 不 是 极 值 ， 此 函数 无 极 值 ( 如 图 7.16). 
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图 7.16 


定理 1 告诉 我 们 ， 在 偏 导数 存在 的 条 件 下 求 函数 的 极 值 点 ， 只 需 在 函数 的 驻 点 中 去 寻 
找 ， 但 是 怎样 判断 这 些 驻 点 中 哪些 是 极 值 点 呢 ? 如 果 是 极 值 点 ， 到 底 是 极 大 值 点 还 是 极 小 
值 点 ， 下 述 定理 提供 了 如 何 判定 驻 点 是 否 为 极 值 点 的 方法 . 
定理 2 〈 极 值 的 充分 条 件 ) ” 设 函 数 z = f(x, у) ТЕ (хо уо) 的 某 邻 域内 有 连续 的 二 阶 偏 
990, В.Л) = 0,7, 0,0) =0, ЕИ falo), B= fya), C= 7 (х,у), 
则 
(1) 本 -4C <0 时， 点 (x0,yo) 是 极 值 点 ， 且 
Gi) 当 4<0 (或 C<0) В, (хо, Yo) 是 极 大 值 点 ; 
Gi) 当 4>0 (或 C>0) В], A (xo, уо) 是 极 小 值 点 ; 
(2) B? -AC >0 时 ， 点 (ww,yo) 不 是 极 值 点 ; 
(G) В -AC=0 时 ， 点 (xo,y0) 可 能 是 极 值 点 ， 也 可 能 不 是 极 值 点 . 
证 略 . 
由 定理 1 和 定理 2， 求 二 元 函数 z= (zx,)) 极 值 的 步骤 如 下 : 
《1) 根据 函数 极 值 存在 的 必要 条 件 ， 求 出 可 能 的 极 值 点 〈 驻 点 )， 即 解 出 方程 组 
f/G,y)=0 
Рая 得 驻 点 (xo,m) . 
(2) 对 应 于 每 一 个 驻 点 (mo, 加 ) R Sy) 的 二 阶 偏 导数 4,.B,C . 
G) 由 函数 极 值 存在 的 充分 条 件 ， 依 据 B? -AC ИРЕ, ВАЛЕ (хуу) 是 否 为 极 值 点 . 
Ж х,у») 是 极 值 点 ， 计 算 (xo,yo) 处 的 函数 值 f(xo,yo) . 
例 5 Ж 2-х + у? –Зху ВИЙ. 
解 Л=30 -3y , }у=3у'-3х, fa=6x ,f=-3 , Ју бу 
"2352 _3v= 
нува] тз 3y=0 
У; =3у? -3х=0 
EA (0,0), (1,1). 
EOQ, А=0,В=-3,С=0, M B - 4C=9>0， 所 以 函数 在 点 (00) 处 无 极 值 . 
ELDA, 4=6,B=-3,C=6, MB’ - AC=-27<0, 且 4=6>0， 所 以 函数 在 点 (LD 处 取 
得 极 小 值 ， 极 小 值 为 f(D= -1 . 
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7.5.2 多 元 函数 的 最 值 


类 似 一 元 函数 ， 可 用 多 元 函数 极 值 解决 实际 问题 中 的 最 大 值 与 最 小 值 问题 . 根据 闭 区 
域 上 连续 函数 最 大 〈 小 ) 值 的 存在 性 可 知 ， 求 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 时 ， 须 先 求 出 该 区 域 
内 一 切 驻 点 和 偏 导数 不 存在 的 点 的 函数 值 ， 再 求 出 边界 上 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 然 后 比较 它 
们 的 大 小 ， 最 大 者 便 是 最 大 值 ， 最 小 者 便 是 最 小 值 . 

对 于 实际 问题 ， 上述 方法 可 简化 . 若 事 先 能 够 判断 函数 在 区 域 D 的 内 部 一 定 存在 最 大 
值 或 最 小 值 ， 而 函数 在 D 内 又 只 有 一 个 驻 点 ， 则 该 驻 点 处 的 函数 值 就 是 函数 的 最 大 值 或 最 
小 值 . 

He 某 工厂 要 用 钢板 制作 一 个 容积 为 的 无 盖 长 方形 盒子 ， 问 怎样 选取 长 、 宽 、 高 
才能 使 所 用 的 钢板 最 省 ? 


解 ” 设 无 盖 的 盒子 底 边 长 为 x， 宽 为 y， Яй = (如 图 7.17)， 


因此 ， 无 盖 长 方形 的 表面 积 为 
5 =зу+-(2х+2у)=ху+2у(1+1) 
ху x y 


4 Z: 


ху 
y 


x 





图 7.17 


它 的 定义 域 D:0<x<+%,0<y<+w% ,要求 x,y 的 值 ， 使 得 S 取 最 小 值 ， 为 此 ， 求 5 的 偏 


导数 ， 
д5 2v 05 2y 


у-2==0 a) 
5220 0) 
yy- А 
以 y= 二 代入 (2) 得 2Vx-x*=0 (3) 
x 


将 (3) 式 左 端 分 解 因 式 , # ХОУ -ASOV +4 У.х х2) -0 
由 于 x>0, JVP +V .х+х2>0 
只 能 YN -x=0, 
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即 xr=aDF，y=aPF 
MEX S E D 内 只 有 惟一 的 驻 点 (27,32V)， 由 实际 问题 的 性 质 可 知 : S 在 р 内 一 定 有 最 
з 
小 值 ， 所 以 S 在 点 (27,327) 取 得 最 小 值 ， наь 27. 
тт 





所 以 ， 当 无 盖 的 盒子 底 边 长 x=y= 3 大 时 ， 高 为 ~ 时 ， 所 需 钢 板 最 省 . 


习题 7.5 


1. 计算 下 列 函数 的 极 值 . 

(1) z=x -+y -2x+y; (2) z=y -x +6х-12у+5: 
(3) z=% +42 +2ху-у?. 

2. 求 表面 积 为 2a 而 体积 最 大 的 长 方 体 体积 . 


7.6” 偏 导数 在 经 济 学 中 的 应 用 


在 这 一 节 里 ， 我 们 简要 介绍 偏 导 数 的 某 些 经 济 学 方面 的 应 用 .主要 介绍 偏 导数 、 偏 弹 
性 及 应 用 . 


7.6.1 “边际 ”经 济 量 


实际 中 的 一 些 经 济 问题 ， 往 往 与 多 种 因素 有 关 . 如 需求 函数 ， 需 求 量 不 仅 受 商品 价格 
的 影响 ， 也 受到 和 与 该 商品 相关 的 许多 商品 的 价格 影响 ， 又 如 生产 函数 ， 总 产量 和 劳动 力 
的 投入 相关 ， 也 与 资本 的 投入 直接 相 联 系 . 讨论 这 些 因素 之 间 的 关系 ， 可 用 多 元 函数 的 偏 
导数 一 “边际 ”经 济 量 . 

如 设 两 个 有 关 的 商品 ， 其 价格 分 别 用 中 和 已 表示 ， 需 求 量 分 别 用 Q Tu Q, 表示 . 需求 
函数 分 别 是 两 个 二 元 函数 ，@ = /(Р,Р,): О, = p(B ,已 ) ， 由 此 可 得 四 个 一 阶 偏 导数 分 别 


о 0 одо, оо, 20 x 
жп ° ав ор ' ор" оң 为 商品 1 对 价格 月 的 边际 需求 ; 而- 为 商品 2 


对 第 一 种 商品 价格 月 的 边际 需求， Rawa upas. 
一 般 情况 下 ， 2o no, 表明 商品 价格 的 增加 (减少) 将 引起 本 身 需求 量 的 下 
1 1 


МЕ Сд). 


当 2 >0 a >0 时 ， 表 明 第 一 种 商品 的 价格 不 动 ， 第 二 种 商品 的 价格 上 升 将 引起 
2 


第 一 种 南 品 需求 量 的 增加 ， 或 第 二 种 商品 的 价格 下 降 将 引起 第 一 种 商品 需求 量 的 减少 ， 当 
第 二 种 商品 的 价格 不 动 时 就 有 ， 第 一 种 商品 的 价格 的 升 或 降 将 引起 第 二 种 商品 需求 量 的 增 
或 碱 .以 上 这 样 的 两 种 商品 称 之 为 相 竞争 的 商品 ,例如 牛肉 和 羊肉 ， 营 养 价 值 相近 的 两 种 
不 同 的 蔬菜 或 食品 ， 以 及 商品 与 其 代用 品 之 间 即 为 如 此 关系 . 
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20.0 n% < 时 ， 表 明 第 一 种 商品 的 价格 不 动 ， 第 二 种 商品 的 价格 上 升 将 引起 
2 1 


第 一 种 商品 需求 量 的 下 降 ， 或 第 二 种 商品 的 价格 下 降 将 引起 第 一 种 商品 需求 量 的 增加 ， 当 
第 二 种 商品 的 价格 不 动 时 就 有 ， 第 一 种 商品 的 价格 的 升 或 降 将 引起 第 二 种 商品 需求 量 的 减 
或 增 ， 以 上 这 样 的 两 种 商品 称 之 为 相互 补充 的 商品 ， 如 录音 机 与 磁带 ， 照 相机 与 胶卷 等 . 

再 假定 某 工厂 总 产量 是 投入 的 资本 KK 和 劳力 (一 般 以 投入 的 总 工时 或 工资 总 额 来 


ши) 的 函数 ， 即 如 = /(K,1)。 这 是 一 个 二 元 生产 了 数 ， 由 偏 导 数 的 定义 可 知 ，2 表示 
妆 劳 力 投入 在 本 个 水 平 上 保持 不 变 ， 而 交 本 投入 变化 时 ， 产 量 的 变化 率 。 类 似 地 ， 旨 表 


示 当 资本 投入 在 某 个 水 平 上 保持 不 变 ， 而 劳力 投入 变化 时 ， 产 量 的 变化 率 ， 这 两 个 偏 导数 
分 别称 为 资本 的 边际 产量 和 劳力 的 边际 产量 . 

例 1 有 两 种 商品 其 需求 函数 分 别 为 ，@, =120-03P2-2p2, Q,=250-3P2-3P2 bf 
论 两 种 商品 间 是 怎样 的 关系 . 

解 因为 边际 需求 函数 为 


20 20, 
ZA = -0.06р, <0, А. 222 = -0.48<0 
ӘР, 2 ôP, 0 


所 以 这 两 种 商品 是 相互 补充 的 . 
例 2 工厂 的 生产 函数 是 
1 2 
Q= f(K,L)=200K? D, 
АФ Q 是 产量 (单位 ， 件 )，K 是 资本 投入 单位: FE), 工 是 劳力 投入 〈 单 位 ; F 
工时 )， 求 当 工 =&K =9 时 的 边际 产量 ， 并 解释 其 意义 . 
解 


Ојр-в =200.3.4=2400 , 
K=9 


д0 


20] „40% 20 200. 
ok 


3 аһа 
天 =9 





|L=8 

K=9 
这 就 是 说 ， 当 投入 的 劳力 是 8 千 工时 和 投入 资本 是 9 千 元 时 ， 若 资本 投入 保持 不 变 ， 

对 每 增加 一 单位 劳力 的 投入 ， 产 量 增加 200 件 .车 劳力 投入 保持 不 变 ， 每 增加 一 单位 资本 


的 投入 ， 产量 增加 人 0 t. 


7.62 tt 
前 面 讲 过 一 元 函数 弹性 的 概念 ， 现 在 我 们 运用 偏 导数 的 知识 来 定义 多 元 函数 弹性 的 概念 . 
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我 们 以 需求 函数 为 例 加 以 说 明 . 设 甲 和 乙 是 两 个 有 关联 的 商品 ， 其 价格 分 别 为 p 和 
Ps， 车 已 知 甲 商 品 的 需求 函数 为 @ = f(pi,p,) 是 一 个 关于 p 和 р, 的 二 元 函数 . 
对 于 这 个 需求 函数 而 言 ， 可 以 定义 以 下 两 种 需求 的 偏 弹 性 . 
(1) 需求 的 自身 价格 弹性 ， 
д0, 


ЖБ, = д В y 为 需求 的 自身 价格 弹性 . 衡量 的 是 ， 货 物 乙 的 价格 保持 不 变 时 ， 
Lr2 


商品 甲 的 需求 量 的 相对 改变 量 与 该 商品 价格 相对 改变 量 之 比 ， 描 写 的 是 ， 商 品 甲 的 需求 量 
对 于 自身 价格 变化 进行 反映 的 灵敏 程度 . 
D 需求 的 交叉 价格 弹性 ， 
> 











ЖЕ, = p: д y 为 需求 的 交叉 价格 弹性 、 衡量 的 是 ， 货 物 甲 的 价格 保持 不 变 时 ， 


商品 SORRERAN SRECNE CARRE. 描写 的 是 ， 商 品 甲 的 需求 量 
对 于 商品 乙 的 价格 变化 时 反映 的 灵敏 程度 . 

以 上 所 定义 的 自身 价格 弹性 和 交叉 价格 弹性 ， 都 只 是 就 一 个 自 变量 的 变化 而 言 ， 我 们 
统称 其 为 偏 弹性 〈 或 局 部 弹性 ) 


11 
903 ЖЖК ЖО, = 1000р, 2р5, E (ри, рь) = (4,32) 上 需求 的 自身 价格 弹性 ， 交 
叉 价格 弹性 .并 说 明 商品 4 和 8 是 相互 竞争 还 是 相互 补充 的 . 


Г 
解 }їр,=4,р„=32], 0,=1000р, pa =1000.3.2=1000 . 


Œ —-—500р, 2р5 254 =200p, ?pp Š 
ap < ops 5% 
р, 20, 4 1 1 
saa] =- 500.1.2)--1, 
zk. О, palea 1000 20082) 
P, =32 








=Рв.20] _32 .2001 1 
в Q, Ss 51000 200 T075 
нА 20-120, 所 以 商品 4 Ж В ЖАНЕ Ж]. 


ятт смеа, 也 可 类 似 的 定义 偏 弹性 〈 局 部 弹性 )， 这 里 就 不 一 一 举例 了 . 
7.6.3 多 产品 多 因素 厂 方 最 大 利润 问题 举例 


例 4 某 工厂 生产 的 同一 种 产品 分 销 两 个 独立 市 场 ， 其 总 成 本 函数 为 
C=120+4， 其 中 0-0 +0, 
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两 个 市 场 的 价格 函数 分 别 为 
R =60-30,,Р,=20-20,. 


工厂 追求 最 大 利润 ， 求 投放 每 个 市 场 的 产量 及 此 时 产品 的 价格 . 
解 ” 由 题 设 ， 两 个 市 场 的 收益 函数 分 别 为 
R, =0,R =600,-30?, №, =0,Р, = 200, –203, 
从 而 ， 工 厂 的 利润 函数 
L=(R +R,)- C 
=609, – 30? +200, -203 -12(0, +0,)-4 
=-307 -2Q2 +480, +80, -4 





ôL 
-一 =-60+48=0 
aQ 


a 
让 -+8-0 

可 得 驻 点 Q =8 ，@=2. 

依 题 意 ， 该 问题 有 最 大 利润 ， 而 利润 函数 有 惟一 驻 点 (8 ,2) ， 可 知 ， 当 投放 每 个 市 场 


的 产量 分 别 为 8 和 2 时 ， 工 厂 可 获得 最 大 利润 .此 时 产品 的 价格 为 : 
R = (60-30, =36,Р, = 20-20), =16. 


习题 7.6 


1， 求 下 列 生产 函数 在 给 定点 的 劳力 的 边际 产量 和 资本 K 的 边际 产量 : 
Q(L.K)=3L+2K+LK- -K2, L=3, K=10 
2. 设 生产 函数 为 : 
Q(x,y) = 6х? + 3xy+ у? 
R A) x 和 ?的 边际 产量 ; 
(2) 当 x=5,y=3 时 的 边际 产量 . 
3。 某 工厂 生产 两 种 不 同 的 产品 ， 其 数量 为 x，y， 总 成 本 为 : 
С(х,у) =3х? +7х +1.5ху +бу +2у? 
求 两 种 不 同 产品 的 边际 成 本 ， 并 确定 当 x = 5,y = 3 时 ， 对 x 的 边际 成 本 . 


本 章 小 结 
本 章 首先 介绍 了 空间 解析 几何 的 基本 知识 ， 其 主要 目的 是 使 读者 更 好 地 理解 二 元 函数 


的 概念 及 几何 意义 ， 使 数学 中 的 抽象 概念 变 成 具体 直观 ， 其 次 重点 理解 二 元 函数 的 极限 、 
连续 与 间断 ， 特 别 是 与 一 元 函数 的 极限 、 连 续 与 间断 点 的 本 质 上 的 区 别 ， 之后， 重点 介绍 
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二 元 函数 的 偏 导数 的 定义 、 记 法 ， 显 函数 、 隐 函数 、 复 合 函数 的 求 导 法 则 及 全 微分 ， 掌 握 
二 元 函数 的 偏 导数 及 全 微分 的 求法 ,特别 注意 隐 函 数 求 偏 导 数 的 公式 并 多 做 习题 打 好 基础 ， 
此 外 ， 还 介绍 了 二 元 函数 的 无 条 件 极 值 ， 掌 握 如 何 判 断 二 元 函数 的 驻 点 是 否 为 极 值 点 ， 并 
能 利用 上 述 知识 计算 实际 问题 中 遇 到 的 的 最 大 (小 ) 值 (实际 应 用 驻 点 惟一 即 为 所 求 )， 最 
后 介绍 了 偏 导数 在 经 济 中 的 应 用 ， 包 括 边际 、 偏 弹性 及 其 应 用 .正确 理解 本 章 内 容 ， 对 于 
进一步 了 解 第 8 章 二 重 积分 的 基本 概念 是 十 分 重要 的 . 

















复习 题 7 
1. ЛО, у) = (ху), /;(х,у)=шх+шу, ЛО, у) Ж1 (х, у) а] — 2 
2. 求 下 函数 的 定义 域 . 
(y zs l 2) заг МАЎ. 
1-2 (1-х? – у?) 
3. 求 下 列 函 数 的 极限 
CD lim (p: (2) lim— 2 
ае +у 2= ху+4 
4， 求 下 列 函 数 的 偏 导数 及 导数 
& ë е” ôz д 
(1) z= х, RL: = у Жузу 
z=arctgvVay ж D == жуу 
(3) “2, 而 = asinx,z=cosx， ж, 
(4) Be +x2zy+z=5， 2.2. 
5. Ж =x + у*-3ху+6 ЖИЙ. 
6. Жас л +y EREE ВОВНИ. 
а 
自 测 题 7 
1. 单 选 题 
(1) 二 元 函数 fey) =e 5 fay FVR ). 
A) 是 不 相同 的 函数 B) 相同 的 函数 
C) 当世 #0 时 相同 D) 不 一 定 相 同 
D asaw, MEDE D. 
3 A 5 5 
| №: В) -3 о 5 D) -F 
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(3) WR z= f(y) EA py) NASR # penes, ШЕЙЛЕ (ә. 
A) 不 一 定 可 微 B) 可 微 C) 一 定 可 微 D) 不 可 判断 
(4) #г=щх+у), 则 x 全 +2 这 = 人 了 


A) 1 B) 2 сз D) 4. 


(5) 如 果 函 数 z = f(y) 在 点 р(х,у) ИИЙ. ЖА, mən. со). 
A) 一 定 存在 。 В) 不 一 定 存在 O 存在 且 相等 0) 无 法 判断 


OE TORA а. со). 


A) 0 B) 2 C) -1 D) 1 
(7) Wz= f(x,y), ША = f(x+Ax,y+Ay)- Лоу) ж (0). 
A) 全 微分 B) 偏 增 量 C) 全 增 量 D) 近似 值 
(8) kaa а= С). 
2. 
А) 25-2124 в) 290-256 
У 
2 2 
с) 20.20. р) 250-2: 4 
У б А У 


(9) 若 可 微 函数 z= Ох, у) Е Р(х,у) ARE, С ә. 
А) 两 个 偏 导数 都 大 于 零 
B) 两 个 偏 导数 都 小 于 零 
С) WAN SEAS R Coy) 的 值 均等 于 零 
D) 两 个 偏 导数 异 号 
(10) EAC ) 极 值 点 . 
A) 一 定 是 B) 不 一 定 是 C) 一 定 不 是 D) 无 关系 
2. 填空 题 . 
(1) 函数 z=InVxy 的 定义 域 еза = s 
(2) 二 元 函数 的 偏 导 数 存 在 与 连续 的 关系 . 
D 设 函数 z= SEARG y) 处 可 微 ， 则 函数 在 该 点 å 连 


(4) 函数 z = f(x,y) 的 全 微分 表达 式 为 
(5) 驻 点 与 极 值 点 的 关系 是 
3. 计算 题 . 


D ложу) -y RfE). 
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& ë 
дх'ду` 
(3) Ж ѕіпу+е" – ху =0, ж®. 


(2) #22 -Зхуг= а, Ж 


(4) Жи=ху+уг+2х, Шїх=^,у=ёуг=е', 求 一 . 
(5) Жт=&(х-у)-х*- y? ВИЙ. 
4. Bz= xy + xf(u) , Хи=2, 证 明 : 2 
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本 章 学 习 目标 


理解 二 重 积分 的 概念 和 几何 意义 

了 解 二 重 积分 的 性 质 

热 练 掌握 在 直角 坐标 系 下 计算 二 重 积 分 的 方法 
了 解 二 重 积 分 在 极 坐 标 系 下 的 计算 方法 


81 二 重 积分 的 概念 与 性 质 


8.1.1 二 重 积分 的 概念 


在 第 六 章 中 ， 我 们 用 分 割 、 近 似 、 求 和 、 取 极限 的 方法 求 出 了 曲 边 梯形 的 面积 ， 即 一 
元 函数 的 定 积分 。 同样， 这 种 方法 可 推广 到 二 元 函数 ， 用 于 建立 二 元 函数 的 定 积分 ， 即 二 
重 积分 的 概念 . 

引 例 “” 曲 项 柱 体 的 体积 . 

曲 顶 柱 体 是 指 这 样 的 立体 , 它 的 底 是 xOy 平面 上 的 有 界 闭 区 域 , 它 的 侧面 是 以 DD 的 边 
界 为 准 线 ， 而 母线 平行 z 轴 的 柱 面 ， 它 的 项 是 由 二 元 函数 = f(x,y) 所 表示 的 曲面 , 求 当 
Го, у) > 0 时 该 曲 项 柱 体 的 体积 ， 如 图 8.1. 





«до 
图 8.1 


我 们 知道 一 般 柱 体 的 体积 等 于 底面 积 乘 以 高 .但 现在 的 问题 是 ， 曲 项 柱 体 的 曲 顶 是 变 
化 的 . 我 们 可 从 求 曲 边 梯形 的 面积 中 受到 启发 ， 同 样 可 利用 以 “不 变 ” 代 替 “ 变 ”的 思想 ， 
即 分 割 、 近 似 、 求 和 、 取 极限 的 方法 来 解决 这 个 问题 . 

(1) 分 割 用 任意 有 限 条 曲线 将 区 域 刀 分 成 了 个 小 区 域 ， Am Ac,, ..., Ac,, 


156 经 济 数学 


ЖР Ло, 表示 第 i 个 小 区 域 (i=1,2,…,n ), 同时 也 表示 它 的 面积 . 以 每 个 小 区 域 Ao; 为 底 ， 
以 其 边界 线 为 准 线 ， 作 母线 平行 于 z 轴 的 小 曲 项 柱 体 ， 这 样 就 把 整个 曲 项 柱 体 分 成 了 n 个 
AATE, DAEA, AV, ..., AV, ， 则 整个 曲 顶 柱 体 的 体积 


и-ди + AV, ++ AV, ЎАР, 
isl 
OER En MATER О Ао, 为 底 的 小 曲 顶 柱 体 ， 当 ло, 足够 
小 时 ， 由 于 (6.3) 在 D 上 是 连续 的 ， 所 以 /(x,y) 在 Ac 上 变化 很 小 ， 于 是 小 曲 顶 柱 体 可 
近似 看 作 小 平 顶 柱 体 ， 在 Ao; 上 任 取 一 点 (&,n,) ， 用 以 Fe,n ) 为 高 ， 以 Ac 为 底 的 小 平 
顶 柱 体 的 体积 近似 代替 相应 的 小 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 即 
АИ = f&a; G=12,--.n). 
(3) 求 和 ”把 这 些小 曲 顶 柱 体 体积 的 近似 值 加 起 来 便 得 到 整个 第 项 柱 体 体积 的 近似 
值 ， 即 
#=ў` лу, =Ý SEn), . 


isl i=l 
(4) 取 极 限 对 区 域 D 分 割 得 越 细 ， 上 述 和 式 近似 程度 越 好 ， 即 越 接近 曲 顶 柱 体 的 
体积 V， 所 以 当 把 区 域 D 无 限 细 分 时 ， 即 当 所 有 小 区 域 的 最 大 直径 d 0 时 (有 界 闭 区 域 
的 直径 是 指 区 域 上 任意 两 点 间距 离 的 最 大 值 )， 上 述 和 式 无 限 接近 曲 顶 柱 体 的 体积 V, ШШ 


у= іт У f(&,n)Ao, . 


isl 
下 面 我 们 把 这 种 和 式 的 极限 推广 到 一 般 的 二 元 函数 ， 给 出 二 重 积分 的 定义 . 
1， 二 重 积分 的 定义 
定义 设 /(x,y) 是 定义 在 有 界 闭 区 域 D 上 的 有 界 函 数 ， 将 区 域 D 任意 分 割 成 n 个 小 
В: До,До,,--,Ло,, Ж До, 表示 第 i 个 小 区 域 (i=1,2,…,n )， 也 表示 其 面积 .在 
每 个 小 区 域 Aa; 上 任 取 一 点 (&,,n,) EM: 


Yr (EN)Ao, 


车 当 所 有 小 区 域 的 最 大 直径 4 ->0 时 ， 上 述 和 式 的 极限 存在 ， 则 称 此 极限 值 为 函数 
Гоу) БЯ р Б В, ц f(x,y) 在 D 上 可 积 ， 记 作 Џес ао, шр 
D 








用 /Gao = [[у(х,у) do BLD 
其 中 /(х, у) 称 为 被 积 函数 ， УБ 称 为 被 积 表达 式 ， do 称 为 面积 元 素 ，x 和 y 称 
ARARE, Y у, п)ло 称 为 积分 和 . 
由 二 重 积分 的 定义 易 知 所 求 曲 顶 柱 体 的 体积 = [//(х,у) do. 
D 


二 重 积分 在 实际 问题 中 有 着 非常 广泛 的 应 用 ， 不 但 可 以 用 于 几何 上 求 不 规则 几何 体 的 
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体积 ， 而 且 还 被 广泛 应 用 于 物理 中 ， 如 可 用 二 重 积分 求 非 均匀 注 片 的 质量 、 静 力矩 、 重 心 
及 转动 惯量 等 . 

对 二 重 积分 的 定义 ， 我 们 应 注意 以 下 几 点 : 

(1) (8.1.1) 式 左 端 和 式 极限 的 存在 是 指 对 区 域 D 的 任意 分 法 和 Ao, 上 (5i,m) 的 任意 
取 法 ， 当 所 有 小 区 域 的 最 大 直径 4 ->0 时 ,积分 和 有 惟一 确定 的 极限 ， 即 积分 值 与 D 的 分 法 
和 (&,,ni) 的 取 法 无 关 

(2) 二 重 积分 是 一 个 极限 值 ， 因 此 是 一 个 常数 值 ， 其 大 小 仅 与 被 积 函数 和 积分 区 域 
有 关 而 和 积分 变量 无 关 ， 即 


Џио» do = fff) do. 
D D 


G) 由 二 重 积分 的 定义 知道 ， 若 /(х,уу{Е D 上 可 积 ， 则 积分 值 与 D 的 分 法 和 (&,,n,) 
Ж Ло 上 的 取 法 无 关 ， 因此， 可 用 两 组 分 别 平行 于 x 轴 和 y 轴 的 直线 分 割 区 域 D， 于 是 除 
EWE D 的 边界 线 的 一 些小 区 域外 , 绝 大 多 数 的 小 区 域 都 是 矩形 . 在 其 中 任 取 一 个 小 矩形 
区 域 Ac ， 且 Ac 也 表示 它 的 面积 ， 令 其 边 长 分 别 为 Ax 和 Ay， 则 Aa =AxAy， 也 即 
da = ddy. 于 是 ， 





Ју) ac = fre аф, 
D D 


do = dx 加 叫 直 角 坐标 系 下 的 面积 元 素 . 
2， 二 重 积分 的 存在 性 
定理 〈 二 重 积分 的 存在 性 定理 ) ”车 /(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 f(x,y) 在 D 
ETR. 
3， 二 重 积分 的 几何 意义 
PSD 在 有 界 闭 区 域 HER, 且 在 D 上 /f(x,y) >0, W [лос у) до RRA D X 
D 


底 ， 以 /(x,y) 为 项， 母线 平行 于 z 轴 ， 准 线 为 D 的 边界 线 的 曲 顶 柱 体 的 体积 ， 若 在 D 上 
Гоу) <0， 则 -用 /Gey) do 表示 该 曲 顶 柱 体 的 体积 . 
D 


812 ”二 重 积分 的 性 质 


二 重 积 分 具有 和 定 积分 完全 类 似 的 性 质 ， 以 下 均 假 设 /(x,y) 和 g(x,y) 在 有 界 闭 区 域 
DD 上 连续 . 
性 质 1 被 积 函 数 的 常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 面 ， 即 
fre» do =k |f f(y) do (k 为 常数 ). 
D D 


性 质 2 ”两 个 函数 和 与 差 的 二 重 积分 等 于 各 个 函数 一 重 积分 的 和 与 差 ， 即 
исо) do = ло, do + ffe») do. 
D 


D D 


《这 个 性 质 可 以 推广 到 两 个 以 上 的 有 限 个 函数 的 情形 ). 
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性 质 3 用 连续 曲线 将 区 域 D 分 割 成 两 个 子 区 域 D 和 D>, ЖШ) 
1 Јоу) ас = Је» ас + Је) do. 
5 D 


D 
性 质 4 EED E$ /(х,у) < g(x,y) з, W 
re da< ffecy) ас. 


D D 

性 质 5 #ED HER /xy)=1 成 立 ， 则 
[|a == (a 表示 DD 的 面积 ). 
D 


性 质 6 W мт 2%] (х,у) ED ЕЙ ЖЖ ЛД, WJ 
mo < Шуе» do < Mo (c ж D 的 面积 ). 
D 


习题 8.1 


1. 利用 二 重 积分 表示 出 以 下 列 曲面 为 项 ， 区 域 D 为 底 的 曲 顶 柱 体 的 体积 V. 

Q) z=x°y, (D: 0<x<1 Н 0<у<1); 

(2) 2=5іп(ху), (D: x +y’ < 1 B x>0,y>0). 

2. 根据 二 重 积分 的 几何 意义 判断 下 列 积分 值 是 大 于 0、 小 于 0 还 是 等 于 0. 

WD h= ffx do, (D: «1, |у]<1): D h= ff- do, (D: |1) 
D D 


G) h= ffe do, (D: у <1). 
D 


3. 估计 下 列 积分 值 的 大 小 . 
a) 1= [[к+у+ ас, (р:0<х<1Н0<у<2); 
D 


(2) 1= [fw do, (D:0<x<2H0<y<2). 
D 


82 ”二 重 积分 的 计算 


与 定 积分 一 样 ， 按 照 定义 利用 求 和 式 极限 的 方法 来 计算 二 重 积分 是 非常 困难 的 ， 因 此 
需要 进一步 研究 比较 简单 的 计算 二 重 积分 的 方法 ， 本 节 先 介绍 在 直角 坐标 系 下 计算 二 重 积 
分 的 方法 一 一 累 次 积分 法 〈 二 次 积分 法 )， 即 将 二 重 积分 化 为 两 次 定 积分 来 计算 ， 而 后 介绍 
如 何 将 直角 坐标 系 下 的 二 重 积分 转化 为 极 坐标 系 下 的 二 重 积分 ， 即 换 元 积分 法 . 


824 二 重 积分 在 直角 坐标 系 下 的 计算 
我 们 知道 在 直角 坐标 系 下 有 [[/(х,у) do = [[у(х,у) йау. 
D D 
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下 面 我 们 假设 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 HES, HEDE у(х, у) >0. 这 样 就 可 以 利用 
二 重 积分 的 几何 意义 推导 出 计算 二 重 积分 的 方法 ， 即 二 重 积分 的 计算 最 终归 结 为 计算 两 次 
定 积分 ， 这 种 方法 叫 累 次 积分 法 或 者 叫 二 次 积分 法 .可 以 证 明 ， 这 种 方法 对 一 般 的 二 重 积 
分 也 适用 .具体 方法 如 下 
1. 当 D 为 矩形 区 域 时 : а<х<Ь Н с<у<а (а, b, с, d 为 常数 ), 考虑 了 = ffe» do, 
D 





由 二 重 积分 的 几何 意义 知 1 表 示 以 D 为 底 ， 以 f(x,y) 为 顶 的 曲 顶 柱 体 的 体积 V. 
任 取 xe[a,b] ， 用 过 点 x 且 垂直 于 x 轴 的 平面 去 截 曲 顶 柱 体 ， 则 可 得 到 一 曲 边 梯形 ， 


如 图 8.2， 其 面积 为 


а 
Бо) лоу) Фф. 





82 


于 是 由 平行 截面 面积 已 知 的 立体 体积 公式 可 得 
v= [ seo ac = лоо) фа 
而 大 1， 因 此 ， 
b ра 
Ne а = f yay фа (зл) 
D 
我 们 就 把 这 种 将 二 重 积分 化 为 两 次 定 积分 进行 计算 的 方法 叫 黑 次 积分 法 或 二 次 积分 


E. REEN y 积分 后 再 对 x 积分 的 累 次 积分 公式 ， 同 理 ， 可 推出 先 对 x 后 对 у 积分 的 二 


重 积分 的 累 次 积分 公式 . 
任 取 ye[c,d]， 用 过 点 y 且 垂直 于 y 轴 的 平面 去 截 曲 顶 柱 体 ， 则 又 可 得 到 一 曲 边 梯形 


有 其 面积 为 
SO)= | e) ae, 
于 是 由 平行 截面 面积 已 知 的 立体 体积 公式 可 得 


160 经 济 数学 





v= fiso = [ [re аф, 
即 
е» аф = лоо а (822) 
D 


所 以 ， 当 万 为 矩形 区 域 ， ae<x<b B с<у<а (a, b, с, d 为 常数 ) 时 ， 
е» а = [роо ао = [| [ууу фа 
D 
2. 4 D 为 积分 区 域 ，a<x<b，q(x) sy< 风 (9 时， 同样， 我 们 仿照 前 面 的 方法 ， 任 
取 xe[a,6]， 用 过 点 x 且 垂直 于 x 轴 的 平面 去 截 曲 项 柱 体 ， 得 到 一 曲 边 梯形 ， 如 图 83， 其 
面积 为 
(х) 
Бо) = | лоу) Ф, 
于 是 由 平行 截面 面积 已 知 的 立体 体积 公式 可 得 
b pal) 
v= [зо а = ps fy) dide» 


即 [у®» ww = f [© re. фа (823) 
D 


3. УР 为 积分 区 域 ，c<sy<d，y(y) Sx<v,(y) B: СШ 8.4), ER yelc,d], Mit 
点 y 且 垂直 于 y 轴 的 平面 去 截 曲 顶 柱 体 ， 得 到 一 曲 边 梯形 且 其 面积 为 


s0)= |” fæ) & 


zjtz 由 





图 8.3 
于 是 由 平行 夫 面 面积 已 知 的 立体 体积 公式 可 得 ， 
4 (узо) 
r= (50) = [| [O re.) аф 
即 е во = | [ла oy (82.4) 
D 


车 同一 积分 区 域 D 既 可 表示 为 a<x<b. ф(х) <y< @,(x) ,又 可 表示 为 c<y<d、 yy) < 
x<y20)， 则 


то) 
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Јес» ёо = Ff re.) rar 


3 
-f [U e.) aw. 
с Фу) 
例 1 计算 二 重 积分 |o йау, Meh D 为 矩形 区 域 ，0<x<1，0<y<1 (如 图 8.5). 
2 
解 由 公式 (821) 或 (822) 可 得 : 
1 el l. 
ER- f, [> аве | јо" dde 
ü " We 111 
„Ка е3. 
例 2 计算 二 重 积分 [|o фа, 其 中 人 D 是 由 y= 上 +、 y=x 和 x=2 所 围 成 的 区 域 . 
D 


Ж 积分 区 域 D 如 图 8.6 所 示 ， 
由 图 可 得 D 可 表示 为 : 1<x<2， los 所 以 由 公式 (823) 可 得 : 


ma- рона 


-ed рев -дра 





2 
- 1.21 
10), 10 
У 
3 
o 1 x 
图 8.5 图 8.6 


例 3 HH [у ад JEP D у= ха? = 2r 所 围 成 的 区 域 . 
D 


解 如 图 8.7 所 示 ， 可 得 D 的 表示 式 为 
2 
-2<y<4, <= 


所 以 由 公式 (8.2.4) 可 得 : 
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原 式 = 人 [Ey aaa = [эо+а-®э Ф 
á 


4и 
=», tat, -| =. 


例 4 计算 二 重 积分 [oy + D drdy ， 其 中 作为 =x 与 y=x 所 转 成 的 区 域 
D 


解 如 图 8.8 Kr, MARTE D 5: 
1<х<1, х2<у<х Ж 0<у<1, у<х< Jy 
所 以 由 公式 (82.3) 可 得 : 


ке оу) ay 
[оаза 


а е 2 
ИСЕ a [e d 


也 可 由 公式 (824) 得 : 
原 式 = 【Te аду 


-| оа f dxdy 


i 2 
= 16 dy +45» dy 





822 ”二 重 积分 在 极 坐标 系 下 的 计算 
换 元 积分 法 是 计算 定 积分 的 一 种 常用 而 又 非常 有 效 的 方法 . 这 种 方法 也 可 用 来 计算 二 
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重 积分 ， 即 作 极 坐标 换 元 ，x= rcos6,y= rsin6， 把 二 重 积分 |//(х,у) dedy 从 直角 坐标 变 
D 


为 极 坐标 ， 当 被 积 函数 和 积分 区 域 用 极 坐标 表示 很 简单 时 ， 这 种 方法 显得 尤为 有 效 ， 而 要 
用 这 种 方法 把 直角 坐标 的 二 重 积分 变 为 极 坐标 的 二 重 积分 ， 需 要 解决 两 个 问题 : 一 是 在 极 
坐标 系 下 ， 面 积 元 素 do 如 何 表示 ; 二 是 在 极 坐标 系 下 ， 积 分 区 域 刀 如 何 表示 ,解决 了 这 
两 个 问题 ， 直 角 坐 标的 二 重 积分 就 可 化 成 极 坐标 的 累 次 积分 ， 然 后 利用 计算 定 积分 的 方法 
计算 出 它 的 积分 值 即 可 . 

下 面 首先 解决 第 一 个 问题 . 

假设 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 , WJ f(x,y) 在 D 上 的 积分 值 与 积分 区 域 D 的 分 法 
及 在 每 个 小 区 域 上 点 的 取 法 无 关 . 这样 就 可 以 用 一 种 特殊 的 方法 来 分 割 积分 区 域 D， 在 极 
坐标 系 下 ， 用 一 组 以 极点 O 为 圆心 的 同心 圆 及 一 组 过 极点 O 的 射线 来 分 割 D， 如 图 8.9， 
在 其 中 任 取 一 个 小 区 域 Ag (Ac 也 表示 其 面积 )， 它 由 广 r+Ar 、6 和 8+A6 围 成 MJ 


Ao= 了 +муле- 37240 = Ад) + ө) i 


这 样 ， 当 Ar -0 和 A6_>0 时 ， T Ar(ArA0) Е (Аел) 的 高 阶 无 穷 小 ， 于 是 当 Ar 和 A0 很 小 


时 可 用 r(ArA0) 来 近似 代替 Ac . 所 以 
ас = rdrdð , 
即 在 极 坐标 变换 x= rcos0,y = rsin0 F#, 


Je dxdy = /ereoso.rsino) гаа. 
р D 


这 就 是 把 二 重 积分 从 直角 坐标 变 为 极 坐标 的 换 元 积分 公式 . 
现在 来 解决 第 二 个 问题 . 
仿照 直角 坐标 系 ， 通 常 把 极 坐标 系 下 的 二 重 积分 分 为 以 下 几 种 类 型 . 
1， 当 极点 O 在 积分 区 域 D 之 外 ， 
BD: a<8<B (о <В), (0) <ғ<д,(0) (8.10), 
则 此 时 的 累 次 积分 公式 为 : 
ffA cos0,rsinoyr dra9 


5 


(9) 
= 『 rf(r cos8,rsin0) drd0 (8.2.5) 
la Ja (9) 





0=0,,A 0 





до, 
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2. 当 极 点 O 位 于 积分 区 域 D 的 边界 线 上 ， 即 
D: а<0<В (о <В), 0<r< (0). 


(如 图 8.11) 则 : 
созо, 0)rdra9 
D 


-f 人 rereosersing) drd9 (82.6) 


3. 当 极点 O 位 于 积分 区 域 D 的 内 部 ， 即 D: 
0<0< 2л (а <В), @(0)<r<@(0) (如 图 8.12) 





MUJ: 

rereose,rsine)rardo 

D 
2л (9) 

[Г mfir cosO,rsino) ао (8595 

la (8) 
m 
‚ 
° - 7 
图 8.11 图 8.12 


这 个 公式 有 一 个 特例 ， 即 当 g(8)=0 时 ， 则 ;: 
人 freeosersineyr drao 
D 


= £ \ (т соз, зїпӨ) di (82.8) 
例 5 计算 二 重 积分 [| Je +y: dedy Jh D шщ + y? -27=0 围 成 的 闭 区 域 . 
D 


B 积分 区 域 D 如 图 8.13 所 示 . 
令 x=rcos0,y=rsin8， 作 极 坐标 变换 可 得 积分 区 域 D 的 边界 线 为 r=2sin9 ， 所 以 积 


ЯБ р 可 表示 为 0<6<r ，0<rs< 2sinb ， 这 属于 第 二 种 类 型 ， 因 此 由 公式 (8.2.6) 可 
得 : 





原 式 = ff? aao = [° р" drd9 
D 


š [Гэв a0 [es 8-1) d(cos0) =н? ооз), =37 =32 


例 6 计算 二 жия fr тети dy, WP DAMNA +y =a (a 为 大 于 0 的 


= 
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常数 ) 所 围 成 的 闭 区 域 . 
解 如 图 8.14， 令 x=rcos6g,y=rsin6 可 得 圆周 的 极 坐标 方程 为 r=a. 


所 以 积分 区 域 D 为 : 0<6<2r ，0<r<a 
于 是 由 公式 (8.2.8) 可 得 : 
原 式 = |7 ddo = |” | ИШҮ 


Б? ї+г? 








= ват) 





а 
dð =rln(l+a2) . 
b 





图 8.14 


例 7 计算 二 重 积分 ||e дау}: D AMF: 1<° +y? <4. 
D 


解 如 图 8.15， 令 x=rcos8,y=rsin8 可 得 贺 环 域 的 极 坐 标 表示 式 为 ，1<r<2， 
所 以 积分 区 域 D 为 : 0<Ө<2л, 1<г<2 
于 是 由 公式 8.2.7 可 得 : 


原 式 = dra9 = É Í 2 е? drd0 
Реа 2 ара 
= 人 ze j do = (е-е). 


э 
2) 


图 8.15 


习题 8.2 


1. 在 直角 坐标 系 下 计算 下 列 二 重 积分 . 
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а) ffe» дау ДФ D 是 由 直线 y=x、y=5x 和 =1 所 围 成 的 区 域 ; 
D 





D р aa 其 中 是 由 直线 y=x 、y=2 йв y= яа, 
х 
D 


кш 


G) а-у) akay ,其 中 Р 是 矩形 区 域 : 0<x<1 Н 0<у< 
D 


2. ERBER FHM FIZER. 
W SAE +y) didy IEF D AAMAR: X +y? <h: 
2 


(2) [Jy ddy EP p BHD: +y <a (a 大 于 0) 位 于 第 一 象限 的 部 分 ; 
D 


G) ffy ddy dth D ж. 9< + у?<5. 
х? +у? 


本 章 小 结 


1. 二 重 积分 的 概念 和 性 质 
С) 与 定 积分 的 定义 一 样 ， 在 二 重 积分 的 定义 中 ， 我 们 也 应 当 着 重 理解 和 式 


Dp )AG 的 极限 与 积分 区 域 D 的 分 法 及 每 个 小 区 域 A0; Е (Е, пу) 的 取 法 无 关 . E 
isl 





是 因为 如 此 ， 我 们 才 可 以 在 进行 二 重 积分 的 计算 时 根据 自己 的 需要 对 万 进行 特殊 分 割 ， 取 
自己 需要 的 特殊 点 ， 于是， 计算 二 重 积分 时 ， 我 们 有 两 种 选择 ， 直 角 坐 标 和 极 坐 标 ， 

(2) 在 二 重 积分 的 定义 中 ， 让 各 个 小 区 域 的 最 大 直径 趋 于 0 是 为 了 保证 分 法 是 在 整 
个 区 域 D 上 无 限 加 细 的 . 

(3) 二 重 积分 的 6 条 性 质 基本 上 与 定 积分 类 似 ， 主 要 用 于 估计 和 计算 二 重 积分 的 值 ， 
这 6 条 性 质 都 可 用 二 重 积分 的 定义 进行 证 明 . 

2， 二 重 积分 的 计算 

二 重 积分 一 般 都 是 化 为 二 次 积分 来 计算 ， 即 累 次 积分 法 . 利用 这 种 方法 计算 二 重 积分 
时 ， 一 般 分 以 下 几 个 步骤 : 

O) 首先 画 出 积分 区 域 D 的 草图 . 

(2) 依据 积分 区 域 和 被 积 函数 的 特点 选择 适当 的 坐标 系 ， 一 般 当 积分 区 域 为 矩形 、 
三 角形 或 任意 区 域 时 ， 选 择 直角 坐标 系 ; 而 当 积分 区 域 为 圆 形 、 扇 形 或 圆 环形 时 ， 选 择 极 
坐标 系 . 

G) 若 选择 直角 坐标 系 ， 应 注意 根据 积分 区 域 的 特点 选择 适当 的 积分 次 序 ， 一 般 选 
择 的 标准 是 不 用 分 割 积分 区 域 D. 

(4) 求 出 积分 区 域 边界 线 上 交点 的 坐标 以 确定 累 次 积分 限 . 最 后 利用 计算 定 积 分 的 
方法 对 累 次 积分 进行 计算 . 
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复习 题 8 


1. 估计 下 列 积分 值 . 
ffe drdy ， 其 中 D 为 闭 圆 域 ， x? + y? <4. 
D 


2 比较 下 列 两 个 积分 值 的 大 小. 
= Јо) вау, = [юу didy, 3H D HEWER: 0<x<1, 0sy<1. 
D D 


3. 用 两 种 不 同 的 积分 顺序 将 下 列 二 重 积分 化 为 累 次 积分 、 
2 [роу афу, Ж D ду A(0,0) ВО,0) COD 构成 的 三 角形 
D 


4 变换 下 列 积分 的 次 序 ，7= | [SAED фах. 


5. 计算 下 列 二 重 积 分 . 
a) [sin y dxdy ， 其 中 也 为 矩形 区 域 ，1<x<2， 0995: 
р 


(2) [Je аду, üh D ХВ, 0<x<1，0<y<1: 

X fje» didy, JEP D JE y= ту? =x 所 转 成 的 区 域 ; 

[aan ae, 其 中 忆 是 由 x= 吧 -1 和 x=1-y 所 围 成 的 区 域 ; 

人 jee didy, IH D EIR +y? <1 在 第 一 象限 的 部 分 ; 
2 


(6) е2 Фау, Ж ОА х? у < Re (R 为 一 大 于 0 的 常数 ). 
р 


自 测 题 8 


1. 填空 题 . 
CD z= f(xy EA RAER D EEEH f(x, у) >0, 则 以 DD 为 底 ,以 曲面 z= f(x,y) 


为 项 的 曲 项 柱 体 的 体积 =. 


(2) 设 是 以 原点 为 贺 心 , 以 为 半径 的 闭 图 域 , 则 || а = 
D 


(3) 设 D 是 圆 环 域 ; 1< +y? <4, MJ ff didy 在 极 坐 标 系 下 的 累 次 积分 
D 
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2. 判断 题 . 
(1) 车 z= .f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ， 则 f(x,y) 在 D 上 一 定 可 积 . Со 


D 若 z= Уо, у fEfi БОВ D HER, Rl [русс у) dxdy 表示 以 DD 为 底 ， 以 曲面 
р 





z=J(x,y) 为 项 的 曲 顶 柱 体 的 体积 . Го) 
G) 车 f(x,y) 和 g(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 且 满 足 f(x,y) < g(x,y) , WJ 

уо» аф < есу) ddy СЫ 

р р 


3. 选择 题 . 
(1) 在 极 坐标 系 下 ， 面 积 元 素 dc 是 ( ). 


A) dd8 В) rdrd0 с вав р) 1 аа 
D h= [[х+у# аат, = Џез" aay 之 间 的 大 小 关系 是 C O, држ 
D D 
由 x 轴 、y 轴 及 直线 y+x=1 所 围 成 的 区 域 . 


A) 1<1, В) Л>1, C) д=1, D) <h. 
(3) 3 f(x,y) 在 有 界 闭 区 域 D 上 ( ), MUJ f(x,y) 在 D 上 一 定 可 积 . 

A) 有 定义 B) 有 界 

C) 连续 D) 存在 两 个 偏 导数 A y) Ж /у(х,у) 
4. 计算 题 . 


(1) [ес+») ddy, WP D 是 由 直线 x=0、y=x 和 y=x 所 围 成 的 区 域 . 
D 

0) Јону) dray ， 其 中 局 是 由 直线 x=y、y=x+a、y=a 和 y=3a (a>0) 所 
D 


围 成 的 区 域 . 
(3) [jean аду, JP DE +y =l, +y =4, у=ху=0 ЯТ 
D 


区 域 位 于 第 一 象限 的 部 分 . 


Жов 常 微分 方程 


本 章 学 习 目 标 


了 解 微分 方程 的 定义 ， 方 程 的 解 、 通 解 、 初 始 条 件 和 特 解 的 概念 
掌握 可 分 离 变量 方程 及 一 阶 线性 方程 的 求解 方法 

会 用 降 阶 法 解 y"= /(х) Ж. у' = f(x,y') 型 的 方程 

了 解 二 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 

掌握 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 及 非 齐 次 线性 微分 方程 的 求解 方法 


9л 常 微分 方程 的 基本 概念 


定义 1 含有 未 知 函数 的 导数 或 微分 ) 的 方程 称 为 微分 方程 未 知 函 数 是 一 元 函数 的 
微分 方程 称 作 常 微分 方程 ， 未 知 函数 是 多 元 函数 的 微分 方程 称 作 偏 微分 方程 ， 我 们 仅 讨论 
常 微分 方程 

定义 2 在 微分 方程 中 , 所 出 现 的 未 知 函数 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 叫做 该 微分 方程 的 阶 ， 

一 阶 微分 方程 的 一 般 形式 是 Р(х,у,у)=0. 

二 阶 微分 方程 的 一 般 形式 是 Оууу) =0 . 

应 当 指 出 ， 在 微分 方程 中 ， 未 知 函数 及 自 变量 可 以 不 出 现 ， 例 如 : 

ауа кухи, 


Фү 
(2) кау = bx 是 一 阶 微分 方程 ， 


台 +3xy -y=0 是 代数 方程 . 

定义 3 能 使 微分 方程 成 为 恒等式 的 函数 y= р(х) 叫做 微分 方程 的 解 . 其 图 形 是 一 条 
平面 曲线 ， 称 之 为 微分 方程 的 积分 曲线 . 

例如 ，y=e* 是 方程 -2y=0 的 一 个 解 . 

我 们 在 学 习 不 定 积分 时 就 已 经 知道 ， 一 个 导数 的 原 函数 有 无 穷 多 个 ， 因 此 一 个 微分 方 
程 也 可 以 有 无 穷 多 个 解 . 

看 下 面 的 例题 . 

例 1 已 知 直角 坐标 系 中 的 一 条 曲线 通过 点 (1, 2)， 且 在 该 曲线 上 任 一 点 р(х, у) 处 的 切 


线 斜 率 等 于 该 点 的 纵 坐 标的 平方 ， 求 此 曲线 方程 . 
R 设 所 求 曲 线 的 方程 为 ?= y(x) ， 这 是 待 求 的 未 知 函 数 ， 根 据 导数 的 几何 意义 及 本 
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题 给 出 的 条 件 ， 得 y=y?. 
ш „у, 积分 得 x=- 了 +C 


又 由 于 已 知 曲线 过 点 (1, 2)， 代 入 上 式 ， #с=з, 
故 所 求 曲 线 的 方 各 为 >= 2-1. 


定义 4 车 微分 方程 的 解 中 含有 任意 常数 的 个 数 与 方程 的 阶 数 相同 ， 且 任意 常数 之 间 
不 能 合并 ， 则 称 此 解 为 该 方程 的 通 解 (或 一 般 解 ). 

一 阶 微分 方程 的 通 解 是 y= y(x,C) . 

二 阶 微分 方程 的 通 解 是 y= у(х,С,,С,). 

n 阶 微分 方程 的 通 解 中 ， 必 须 含有 п 个 任意 常数 . 

其 通 解 的 图 形 是 平面 上 的 一 族 曲 线 ， 称 为 积分 曲线 族 . 

定义 5 ”如果 指定 通 解 中 的 任意 常数 为 某 一 固定 常数 ， 那 么 所 得 到 的 解 叫做 微分 方程 
的 特 解 . 

如 方程 -2y=0 的 通 解 是 y=Ce* ， 而 y=e* 就 是 一 个 特 解 ， 这 里 Cl. 

在 具体 问题 中 常数 C 的 值 总 是 根据 “预先 给 定 的 条 件 ” 而 确定 的 . 如 例 1 中 的 曲线 通 
过 点 (1,2)， 这 个 “预先 给 定 的 条 件 ” 叫 初始 条 件 . 

定义 6 用 来 确定 通 解 中 的 任意 常数 的 附加 条 件 一 般 称 为 初始 条 件 . 当 通 解 中 的 各 任 
意 常数 都 取得 特定 值 时 得 到 的 解 ， 称 为 方程 的 特 解 . 

通常 一 阶 微分 方程 的 初始 条 件 是 Hex = yo BI y(x) = . 

ОГНЕНА | =» 及 y|... =, BI y) = yo 5 у(х) =. 


一 个 微分 方程 与 其 初始 条 件 构成 的 问题 称 为 初 值 问题 ， 求 初 值 问题 的 解 就 是 求 方程 的 
特 解 . 

例 2 验证 函数 y=e* +e 是 不 是 方程 y"-2y'+ y=0 的 解 . 

解 求 ?=er +e 的 导数 ， 得 =er-e-， y'=e"+e"*. 

Жу, y' 及 y" 代 入 原 方程 的 左边 ， 有 

e'+e*-2e"+2e*+e"+e*=0, 

MRR y =e +e* 不 满足 原 方程 ， 所 以 该 函数 不 是 所 给 二 阶 微分 方程 的 解 . 

例 3 验证 ?= С? 是 不 是 方程 3y - ху'= 0 KER (С 为 任意 常数 )， 并 求 满足 初始 条 
у-н. 

解 由 7= Су =3Сх2. 将 y 和 yy 代入 原 方程 的 左边 

3C? — х3Сх? =0 
所 以 y= Сх? 满足 原 方程 . 
又 因为 该 函数 含有 一 个 任意 常数 ， 所 以 y= C 是 一 阶 微分 方程 3y - ху'=0 的 通 解 . 
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将 初始 条 件 y(1) = iraa, 得 C = 二 ， 故 所 求 特 解 为 ?= 5” 


习题 9.1 
1. 下 列 方 程 哪些 是 微分 方程 ? 如 果 是 微分 方程 ， 指 出 其 阶 数 . 
A) y'=2x+6; (2) xX? -2x=0; 
(3) ?ау+у?ах=0: (4) y(y) =l; 
(5) y"+(y +2x=0; (6) y2-3y+2x=0. 
2. 验证 下 列 函 数 是 否 为 相应 方程 的 解 ? 是 通 解 还 是 特 解 ? 
dy 


a) k IT 0, y=sinx; 


1 

(2) y'-9y+x+1=0, у=5сов3х+®+-1, 

y y +x 2 y COS3x 918 
(3) х2у"=2у', у=1пх+?. 


3. ЮЕ +С, =(x+C,) ЖЭ y" +O =2e” 的 通 解 《Ci，C2 为 任意 常数 )， 并 求 
满足 初始 条 件 y(0) =0 ， yO = 二 的 特 解 

4. 设 曲 线 上 任 一 点 处 的 切线 斜率 与 切 点 的 横 坐标 成 反比 ， 且 曲线 过 点 (L.2)， 求 该 昌 线 
的 方程 . 


92 可 分 离 变 量 的 微分 方程 


形 如 
/(х)& + g(y)dy =0 (9.2.1) 
的 一 阶 微分 方程 叫做 变量 已 分 离 的 微分 方程 . 
如 果 微 分 方程 
М(х, у)ах+ N(x, y)dy =0 (9.2.2) 


中 左 端的 函数 Мх, у). Мох, у) 都 可 以 分 解 为 两 个 因子 的 积 , 并 且 这 两 个 因子 中 一 个 只 含有 
变量 x， 另 一 个 只 含有 变量 y， 即 上 述 方程 可 以 表 为 
M.Gx)M,(y)dxk+ N (x)N y)dy =0. 
此 时 ， 若 以 M,(y)Ni(x) 去 除 这 个 方程 的 两 边 ， 上 式 就 可 化 为 
M.G) p, №0) 
ГДЕ] + бту W (9.2.3) 
这 样 我 们 就 把 “变量 ”分 离开 了 , 因此 原 方程 (9.2.2) 就 是 可 分 离 变 量 的 方程 . 将 (9.2.3) 
式 两 边 积分 后 ， 
[мек (x) + [20 0) 
N(x) mo? 
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其 中 C 为 任意 常数 .不 难 验证 ， 这 一 结果 就 是 用 隐 式 给 出 的 方程 (9.2.3) 的 通 解 . 
我 们 约定 在 微分 方程 这 一 章 中 不 定 积分 式 表 示 被 积 函 数 的 一 个 原 函 数 ， 而 把 积分 所 带 
来 的 任意 常数 明确 地 写 上 . 








dy Е 
例 1 ne Eoman. 
A 
R 移 项 、 积 分 те 
得 arcsin у = arctan x + C . 


例 2 RHB y'=(sinx-cosx)V1-y2 的 通 解 . 
R “分 离 变量 ， тазом, 


两 边 积分 ， 得 通 解 为 arcsin y =-(cosx +sinx)+C . 
D Aty) Е 
йз 求 微分 方程 казды 满足 初始 条 件 外.。= 1 的 特 解 . 





解 这 是 一 колена 
REREN 29-0 





2 

两 端 积 分 ， 得 Озе? )+ С, 

即 l+y2=C(+x). 

由 初始 条 件 外 -=1， 得 C=2， 故 所 求 特 解 为 ”y? =2x? +1. 
а 求 微分 方程 (x? STE PEE 


ж зях, 
y x 


这 不 是 可 分 离 变 量 的 方程 ， 但 是 ， 如 果 令 w= 二， 即 y=wr， 则 有 y'=wu+xu'， 代 入 方 


程 得 w+xu' sust, HD x Al, 这 就 是 可 分 离 变量 的 微分 方程 . 


Е и z 
udu =l 4k ， —=InCx, Cr=e? =e. 
£ 2 
例 4 所 给 出 的 方程 是 一 种 特殊 类 型 的 方程 ， 其 一 般 形式 为 多 = JA .这 类 方程 称 作 齐 


次 微分 方程 ， 这 类 方程 可 采用 变换 w= 十 ， 将 其 转化 为 可 分 离 变 量 方程 . 


习题 9.2 


1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 . 
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(1) & =ë sinx; 2) ЕД aey 
х y 
ty x+y =0; (4) — k-— j=0; 
(3) (е е)ах + (е +е?)ду = 0; ) Iy Р 


dy y 
(5) x—=yln—. 
x Z x 


2. 求 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 . 
(1) dx+ xydy = угас + ydy 满足 初始 条 件 y(0)=2 的 特 解 ; 
(2) y'sinx=ylny, y| x =e 的 特 解 ; 
2 


(3) 2 ау, WEIK yl, = 1 的 特 解 . 


х=1 


93 ”一 阶 微分 方程 与 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 


931 一 阶 线性 微分 方程 


形 如 
у + роу = а(х) (9.3.1) 
的 微分 方程 ， 称 为 一 阶 线性 微分 方程 。 它 的 特征 是 
i) уйу 都 是 一 次 的 ; 


ii) p、g 仅 是 x 的 函数 . 
如 果 g(x)=0， 则 (9.3.1) ZA 
у + р(х)у=0 09.3.2) 
称 为 一 阶 线性 齐 次 方程 .而 g(x) 0 时 ，(9.3.1) 式 称 为 一 阶 线性 非 齐 次 方程 .下 面 介绍 利 
用 参数 变易 法 求 方程 (9.3.1) 的 通 解 . 
首先 求 方程 《9.3.1》 所 对 应 的 齐 次 线性 方程 (9.3.2〉 的 通 解 . 
方程 (9.3.2) 是 变量 可 分 离 的 方程 ， 容 易 求 得 它 的 通 解 


Ф -pad 

y 

ny=- [pWar+ с, 
即 y= c= ew Я 


令 G=CGOD ， 于 是 ?= CDe Р, 
$. GG) Јн осе 


把 它们 代入 方程 9.3.1)， 得 


о, bos -poGOe 19 ,pwc Те g 
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m 0 [юе до, 
Сб) = рое акс А 
故 (93.1) 式 的 通 解 为 
yaz ima ( рое c) (933) 


(9.33) 式 是 求解 一 阶 线性 微分 方程 的 公式 . 
概括 起 来 ， 一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 的 求解 步骤 如 下 ; 


O 求 对 应 于 (9.3.1) 的 齐 次 方程 (93.2) 的 通 解 p=Ce P, 
Gi) Фу сое, КНУ: 
Gü) GD буду КА GD, 解 出 C0)= Јасде desc; 
Gv) 将 Gü) 中 求 出 的 Gi(x) 代入 《下 ) 中 的 表达 式 ， 得 到 
у= he рона c) 
即 为 所 求 (9.3.1) 的 通 解 
例 1 求 微分 方程 中 +2my=2xer 的 通 解 
解 p(x)=2x,g(x)=2xe™ 
代入 公式 
yae =Í farete tasc) 
=e Грас) =e (о? +c) 
则 所 求 的 通 解 为 
y=(x +Oe™. 
例 2 求解 微分 方程 0A- ysr). 


ўз =з „ы. 
Ж олтари пру 


RE po) =--> q(x)=x. 
I+ x 


所 以 Ga us 


=й! (+з c) -ltr Cr 
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BI3 ЖО у'ах+(х-2ху- y)dy =0 的 通 解 . 

М 所 给 方程 中 含有 交 ， 因 此 ， 如 果 我 们 仍 把 x 看 作 自 变量 ， 把 》 看 作 未 知 函 数 ， 则 
它 不 是 线性 方程 .对 于 这 样 的 一 阶 微分 方程 ， 我 们 可 以 试 着 把 x 看 作 是 y 的 函数 ， 然 后 再 
分 析 . 


将 原 方程 改写 为 ， 空 + 一 29x 








这 是 一 个 关于 未 知 函 数 x=x(y) 的 一 阶 线性 非 齐 次 方程 ， 其 中 ， p0)= ,它们 


的 自由 项 gq(y)=1. 
代入 一 阶 线性 非 齐 次 方程 的 通 解 公式 ， 有 


x=e Мат Ак dy+ c) 


=1+ Oe 
z 
即 所 求 通 解 为 x=1+ Cy?e” . 
9.3.2 可 降 阶 的 高 阶 微分 方程 


二 阶 或 二 阶 以 上 的 微分 方程 叫做 高 阶 方程 这 里 主要 介绍 几 个 简单 的 、 经 过 适当 的 变 
换 可 降 为 一 阶 的 微分 方程 . 

L y= Jo 型 的 微分 方程 

这 个 微分 方程 的 右 端 仅 含有 自 变量 x*， 通 过 两 次 积分 ， 可 得 到 通 解 . 

例 4 解 微分 方程 ，y"= xe". 

R ”积分 一 次 得 = fdc, =(х-1)е* +С, 


再 积分 一 次 , у= (х-2)е +Cx+C; 

2. у"= (xy 型 的 微分 方程 

这 个 方程 的 特点 是 右 端 不 显 含 未 知 函数 y， 可 令 y'= p(x)， 则 ，y"= р(х). FÆ, Ж 
方程 化 为 p'= f(x, p) 的 一 阶 方程 . 

如 果 能 求 出 上 述 方程 的 通 解 p= o(x,Ci) ， 再 由 方程 y = g(x,C) 求 得 原 方程 的 通 解 

у= [мх,с)у&+с,. 

例 5 求 微分 方程 y"=y'+x 的 通 解 . 

R ”这 是 不 显 含 y 的 方程 ， 令 y=p， 则 ， @ =р', 
于 是 原 方程 为 户 =p+x， 即 严 -P=x. 
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p= FÍ fe Fasa) =er(Cex(z+D+C) 
=-(x+1)+ Ge 
3 
因 交 =-(xc+D+Cier， ЖШ у=-7^--х+Се'+С,. 


3. у= f(y,y') 型 的 微分 方程 
它 的 特点 是 不 显 含 x. рр p(y)， 这 里 的 piy 的 函数 ， 是 x 的 复合 函数 . 
у= pO) dp Фу _ 


于 是 原 方程 化 为 型 如 зин ЖЕШ у 为 自 变量 ， 为 未 知 函 数 的 
一 阶 方程 。 如 果 能 求 出 通 解 p= p(y,C) , MŽ- рус), 利用 分 离 变量 法 ， 可 进一步 求 
得 原 方程 的 通 解 为 [pet х+С,. 

916 求 微分 方程 ，y “= 了 满足 初始 条 件 中 -= 1， y|. = 1 EAR. 


解 +y = pO), урф. 代入 原 方程 得 


к=” 或 2pap=3y?dy. 
两 边 积分 得 =y +C. 
由 初始 条 件 中 ,=1，y| ,=1 得 C =0， 


ma-na: ( 因 叫 .=1>0， 所 以 取 正 号 ). 
mtays ?由 = 本 . 


积分 后 得 зу? =х+С,. 
再 由 初始 条 件 ， 得 C, =-5 ， 代 入 上 式 整理 后 得 
4 
555" 
即 为 满足 所 给 方程 及 初始 条 件 的 特 解 . 





习题 9.3 


1. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 . 
A) (х+)у'-2у=(х+1)*; (2) y'+3y=e 2 





жоя 常 微分 方程 177 





(3) y- =x sin3x; (4) у+у=х: 
x 
(5) y-2x=0. 
2. 求 下 列 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 . 
(1) -了 =cosx， 外 -=0; (2) у-3у=0, y|. =2; 


G) ху'-2у= пх, у] 
(4) (®+їўу'=2ху', у] „=1, у], „=2. 


94 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 


=l; 


941 二 阶 线性 微分 方程 解 的 性 质 


我 们 将 形 如 : ут р(х)у' + q(x)y = /(х) 的 二 阶 微分 方程 称 为 二 阶 线性 微分 方程 ，f (x) 
称 为 自由 项 ， 当 /(x) #0 时 ， 称 为 二 阶 线 性 非 齐 次 微分 方程 ， 当 f(x) 恒 为 0 时， 称 为 二 阶 
线性 齐 次 微分 方程 方程 中 p(x)、gq(x) 和 f(x) 都 是 自 变 量 的 已 知 连续 函数 ， 这 类 方程 的 特 
点 是 ， 右边 是 已 知 函数 或 零 ， 左 边 每 一 项 仅 含 y" 或 y' 或 y， 且 每 项 均 为 y" 或 y' 或 y 的 一 
次 项 . 例如 y+xy'+y=x 是 二 阶 线性 非 齐 次 方程 ， 而 y"+x(y)? + y=x? 就 不 是 二 阶 线性 
方程 了 . 

特别 地 , 我 们 仅 讨论 当 p,q 为 常数 时 的 情形 , 此 时 称 y"+ ру + ду = f(x) 为 二 阶 常 系 数 
非 齐 次 线性 微分 方程 ; 当 f(x) =0 时 , 称 y"+ py'+gy=0 为 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 . 

为 了 寻找 解 二 阶 线性 微分 方程 的 方法 ， 需 要 先 讨论 二 阶 线性 微分 方程 解 的 结构 . 

定理 1 如 果 函 数 与 ”是 线性 齐 次 方程 的 两 个 解 ， 则 函数 

?=CD +C (其 中 Ci,C; 是 任意 常数 ) 

仍 是 该 方程 的 解 . 

证 ууу, 是 方程 y+ р(х)у' + а(х)у = 0 的 两 个 解 ， 所 以 有 

Mi + POY +40)у =0 
及 ж + PY, +g =0 
又 因为 
y'=Cy +C, у'=Су{+С,у, 
于 是 有 
X" + р(х)у +q(x)y = (Cy + C,y;) + PONG yi +C,y;) + gC + С,у,) 
=G + р(х)у +q(x)yi) + Cy + p(x)y; +q(x)y;) =0 

ВИЙ у= Су + Caya FÈ y" + р(х)у' + а(х)у = 0 088. 

此 定理 表明 , 齐 次 线性 方程 的 解 具有 又 加 性 ， 当 我 们 已 知 线性 齐 次 方程 的 两 个 解 2 
时 ， 容 易 写 出 含有 两 个 任意 常数 的 解 Cy Су, .但 要 注意 ， 如 果 解 中 的 GG 和 C, 可 以 合 
并 成 一 个 任意 常数 ， 那 么 这 并 不 是 二 阶 线性 齐 次 方程 的 通 解 . 那么 ， 怎 样 才能 使 形 如 
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Су + Су, 的 解 确实 含有 两 个 任意 常数 ， 从 而 能 表示 二 阶 线性 齐 次 方程 的 通 解 呢 ? 为 此 ， 
需要 介绍 一 个 新 的 概念 : 线性 相关 与 线性 无 关 . 

定义 1 BEM у Ay (х) 是 定义 在 区 间 上 的 两 个 函数 , 如 果 存 在 两 个 不 全 为 零 的 常 
HKM, у(х) + у, = 0 在 区 间 上 人 恒 成 立 ， 则 称 函 数 y My, (х) 在 区 间 上 是 线性 相 
关 的 ， 否 则 称 为 线性 无 关 . 

Ш у = х,у, = Зх 在 整个 实数 轴 上 是 线性 相关 的 ， 因 为 只 要 取 

k =3,k, = -IREA ky + k,y, =0. 

考察 两 个 函数 是 否 线性 相关 ， 往 往 采用 另 一 种 简单 易 行 的 方法 ， 即 考虑 它们 的 比 是 否 

为 常数 ， 事 实 上 ， 当 为 (9 和 思 (z) 线性 相关 时 ， 有 hy thy =0， 其 中 ,不 全 为 零 ， 不 


Ж, # 20, MAE. Bl y ZEAR, RZ, E yl, 之 比 为 常数 ， 
2 1 





8л, Шу An, My- =0， 所 以 上 与 线性 相关 ， 因 此 ， 如 果 两 个 函数 的 比 是 
2 


常数 ， 则 它们 线性 相关 ， 如果 不 是 常数 ， 则 它们 线性 无 关 ， 例 如 函数 y=e*，y。 е", Hi 
у 不 等 于 常数 ， 所 以 ， 它 们 是 线性 无 关 的 . 
2 


定理 2 ШЖ узу, 是 二 阶 线性 齐 次 方程 y"+ p(x)y'+g(x)y = 0 的 两 个 线性 无 关 
的 特 解 ， 则 ?= Ciy + Cy 是 该 方程 的 通 解 ， 其 中 Cl，C, 为 任意 常数 . 
定理 3 如果 函数 y 是 线性 非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ，Y 是 该 方程 所 对 应 的 线性 齐 次 方 
程 的 通 解 ， 则 y=Y+y" 是 线性 非 齐 次 的 通 解 . 
由 以 上 定理 ， 可 知 求 二 阶 非 齐 次 线性 方程 通 解 的 一 般 步骤 是 ; 
D 求 齐 次 线性 方程 六 + p(x)y'+g(x)y = 0 的 线性 无 关 的 两 个 特 解 ny. г 
的 通 解 了 = Ciy +С,у,. 
(2) 求 非 齐 次 线性 方程 y+ p(x)y'+ g(x)y = f(x) 的 一 个 特 解 y” ， 那 么 ， 非 齐 次 线性 
方程 的 通 解 为 y= 了 +y". 
以 上 结论 也 适用 于 一 阶 非 齐 次 线性 方程 ， 还 可 推广 到 二 阶 以 上 的 非 齐 次 线性 方程. 
以 上 定理 是 求 线性 微分 方程 通 解 的 理论 基础 . 


9.4.2 二 阶 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 


由 前 述 二 阶 线性 微分 方程 有 关 解 的 定理 知 ， 欲 求 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 方程 
y+ ру' +ду= /(х) (9.4.1) 
的 通 解 ， 应 首先 研究 如 何 求 
У'+ру'+ду=0 (9.4.2) 
的 通 解 
例 1 解 微分 方程 y"-3y'+2y=0. 
解 通过 观察 ，) = "y = e* 是 方程 的 两 个 特 解 ， B= L wm, 


e 
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所 以 由 定理 2， 得 方程 的 通 解 为 y= Се" + Се" 
在 具体 解 方程 时 ， 只 靠 观 察 法 是 远 远 不 够 的 ， 因 此 ， 我 们 介绍 一 种 不 用 积分 ， 仅 仅 用 
代数 方法 就 可 以 得 到 特 解 的 解法 一 一 特征 根 法 . 


定义 2 方程 
ri+pr+q=0 (9.4.3) 
ШО у" + ру + ду =0 的 特征 方程 方程 (9.4.3) 的 根 叫 做 特征 根 .这 里 的 p,q 是 
实 常数 . 


由 于 方程 (9.43) 是 一 元 二 次 代数 方程 ， 它 的 根 有 三 种 可 能 的 情形 ， 分 别 叙述 如 下 
第 一 种 情形 ， p? -49 > 0 ， 方 程 〈9.4.3) fB 4 35038 r Ar, 
此 时 ， 方 程 《9.4.2) 的 通 解 是 y= Се" +C; 
第 二 种 情形 ， p? - 4g =0， 方 程 (9.4.3) 有 两 个 相等 的 实数 根 % = =r, 
此 时 ,方程 (9.4.2) 的 通 解 是 y=e”(C + Cx); 
第 三 种 情形 ， р -4g <0， 方 程 (943) 有 一 对 共 扼 复数 根 x 寺 市， 
此 时 ， 方 程 (9.4.2) 的 通 解 是 y=e™(C cosBx+ C, sinBx) . 
例 2 RAR y" -2y'--3y=0 的 通 解 
解 ” 该 方程 的 特征 方程 为 r? -2r -3=0， 
它 有 两 个 不 相等 的 实 根 厂 = -bz =3， 
其 对 应 的 两 个 线性 无 关 的 特 解 为 = e "y, = e, 
所 以 ， 方 程 的 通 解 为 ?= Се" +С,е”. 
例 3 ЖУ у" -4у' +4у = 0 的 满足 初始 条 件 y(0)=1,y'(0) = 4 的 特 解 . 
解 ” 该 方程 的 特征 方程 为 x? -4r+4=0, 它 有 重 根 + 2, 其 对 应 的 两 个 线性 无 关 的 特 
Жу =е Зу, = хе?" ТЮ у = (Су + Coxjexx , 
RA у= С,е?* +2(С, + С,х)е** , 
将 y(0)=1,y"(0)=4 代 入 上 两 式 , 得 C=1,C, =2， 
因此 ， 所 求 特 解 为 y=(1+2x)e™. 
例 4 方程 2y"+2y'+3y=0 的 通 解 . 
解 该 方程 的 特征 方程 为 2r? +2r +3=0， 它 有 共 扼 复 根 
EE = A 


2 = 


„ШОТ 
Ва = zB 5%, 
对 应 的 两 个 线性 无 关 的 解 为 
1 1 
л se? os Ery ze% а, , 


所 以 方程 的 通 解 为 
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1 
у=е z G он +0, Sm 


943 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 解法 


由 定理 3 知 ， 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 是 对 应 的 齐 次 线性 方程 的 通 解 与 其 自身 的 一 个 特 
解 之 和 ， 而 求 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 的 通 解 问题 已 经 解决 ， 所 以 求 非 齐 次 线性 方 


程 的 通 解 关键 在 于 求 其 中 一 个 特 解 . 
以 下 介绍 当 自由 项 f(x) 属于 两 种 特殊 类 型 函数 时 的 情况 . 


1. f(x)=e~P,(x) 类 型 


这 里 的 是 常数 ，P,(x) 表示 关于 x 的 m 次 多 项 式 . 
我 们 知道 ， 方 程 
y+ ру +qy= f(x) (9.4.4) 

的 特 解 y 是 能 使 (9.4.4) 成 为 恒等式 的 函数 . 现在 (9.4.4) 的 右 端 f(x) 是 多 项 式 p, (х) 
与 指数 函数 ev 的 乘积 ， 而 且 只 有 多 项 式 和 指数 函数 的 导数 才能 是 多 项 式 和 指数 函数 ， 因 
此 ， 我 们 可 以 设 (9.4.4) 有 特 解 

y = xteg, (x) 

КФО, о) ЖУР, (х) 同 次 的 多 项 式 . 当 入 不 是 (9.4.4) 所 对 应 的 齐 次 线性 方程 的 特征 
方程 r*+ pr+g=0 的 根 时 ， 取 k=0; 当 入 是 其 特征 方程 单 根 时 ， 取 上 =1， 当 入 是 其 特征 
方程 重 根 时 ， 取 上 = 2 ， 将 所 设 的 特 解 代 入 〈9.4.4) 中 ， 比 较 等 式 两 端 ， 使 x 同 次 宕 的 系数 
相等 ， 从 而 确定 Q, (х) 的 各 项 系数 ， 得 到 所 求 之 特 解 . 

例 5 Ж уну +у=2е” 的 一 个 特 解 . 


解 特征 方程 +r+1=0 的 特征 要 i= 一 一 4- 


和 = 2 不 是 特征 方程 的 根 ， 所 以 设 特 解 为 : 
y = Ае 


-1+V3i 
2 





2x 
即 (7") =24e™, (y) =4Ае?* 

代入 方程 ， 得 4= 2 š 

故 原 方程 的 特 解 为 上 -3 


2. f(x) = e*(P,(x)coseox+ В(х)ѕіпох) 类 型 


因为 指数 函数 的 各 阶 导数 仍 为 指数 函数 ， 正 弦 函 数 与 余弦 函数 的 导数 也 总 是 余弦 函数 
与 正弦 函数 ， 因 此 ， 我 们 可 以 设 (9.4.4) 有 特 解 
y = xt ex (RO(x)cosex+ R) (x)sinox) 
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其 中 RO(x),RO(x) 是 m 次 多 项 式 ，m=max{1,n)} ， 而 大 按 入 + 训 ( 或 -im) 不 是 特征 方 
程 的 根 或 是 特征 方程 的 单 根 依次 取 0 或 1. 
例 6 求 方程 y"-2y'+y=x? 的 通 解 . 
R 特征 方程 r? -2r+1=0, HERE = r =1， 
故 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 Y=e*(C, + С,х), 
В Лх) = х =e, 0 不 是 特征 根 , 故 设 y =bo +hx+byx* (注意 不 要 设 成 y = Бх, 
一 定 设 成 一 个 不 缺 项 的 二 次 多 项 式 )，(y*) =b +2Ь,х,(у'у' =2b, 代入 原 方程 ， 得 
b,x? +(b —4b,)x+ by +2b, -2b =х?, 
b, =1 
解 Hib -4b,=0 
by + 2b, — 2b, = 0 
得 b=6,b =4,b =1, 
Hy =6+4х+х2, WER З 知 方程 的 通 解 
y =Y+y =е(@ + Сх) +х? +4х+6. 


习题 9.4 


1. WERK y, =sin3x, y, = 2sin3x 是 方程 "+9y = 0 的 两 个 解 , 能 否 说 y= C y, +C) 
是 该 方程 的 通 解 ? 

Х у, = соз3х 满足 方程 ， 则 = Су + Су, 是 该 方程 的 通 解 吗 ? 为 什么 ? 

2. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 . 

(1) у'+4у/-5у=0‹ (2) 3y"-2y'-8y=0; 

(3) 4y"+12y'+9y=0; (4) y"+2y'+5y=0. 

3. 设 出 下 列 方程 的 一 个 特 解 . 


A) y'+3y'=3x2+1; (2) i 

(3) y'+2y'+5y=e*sin2x. 

4. 求 下 列 方程 的 通 解 或 在 给 定 条 件 下 的 特 解 . 

A) y'-6y'+9y=(x+l))e2; (2) y'+3y'+2y=3xe"", 

(3) y'+y=cosx; (D)'-3y'+2y=5, y|... =1, у] ш=2. 


95 ”党 微分 方程 的 应 用 举例 
在 学 习 了 几 类 微分 方程 的 解法 基础 上 ， 本 节 将 举例 说 明 如 何 通过 建立 微分 方程 解决 一 


些 在 几何 上 的 实际 问题 ， 并 且 介 绍 微分 方程 在 经 济 数量 分 析 中 的 应 用 . 
例 1 求 过 点 (1,3) 且 切线 斜率 为 2x 的 曲线 方程. 
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解 ” 设 所 求 的 曲线 方程 是 y= y(x)， 则 依 题 意 有 满足 下 面 的 关系 : 


Ё =2х (951) 
уй)=3 


(9.5.2) 
其 中 y(1) =3 表 示 x=1 时 y 的 值 为 3. 要 求 出 满足 (9.5.1) 式 的 函数 ， 只 需求 一 次 不 定 
积分 即 可 。 显 然 ， 这 种 函数 的 一 般 形式 是 


y= +C (C 为 任意 常数 ) 
BERAR, 有 曲线 簇 中 每 一 条 曲线 在 点 x 处 的 斜率 均 为 2e. 如 果 将 已 知 条 件 (9.5.2) 
式 代 入 上 式 , RH C=2， 则 


у=х? +2 
就 是 所 求 过 点 〈1,3) 且 切 线 斜率 为 2x 的 曲线 方程 . 


例 2 某 种 商品 的 需求 量 @ 对 价格 的 弹性 为 1.5P， 已 知 该 商品 的 最 大 需求 量 为 800 
( 即 P=0 时 ，Q=800)， 求 需求 量 Q 与 价格 的 函数 关系 . 
解 ” 设 所 求 的 函数 关系 为 0=Q(P)， 根 据 需 求 价格 弹性 的 定义 ， 有 


(9.5.3) 
Qlpo=800 


(9.5.4) 
为 求 出 Q=Q(P)， 我 们 可 以 将 (9.5.3) 式 改写 成 


=ФР(_ 
(-1.5P) 


sdp 
2 
两 边 积分 ， 得 


InO=-1L5P+C 
即 


Q= = Сегіз (С=е©) 
FH (9.5.4) TA: 当 已 =0 时 ，@=800， 于 是 C=800 ， 所 以 ， 与 P 的 函数 关系 为 
Q =800e"!5” 


例 3 已 知 某 厂 的 纯利 淘 工 对 广告 费 x 的 变化 率 4 与 常数 4 和 纯利 润 了 之 差 成 正比 ， 


当 x=0 时 ， 民 = 加， 试 求 纯利 润 了 与 广告 费 x 之 间 的 函数 关系 . 
8 ”由 题 意 列 出 方程 


£ =k(4-L) (ЕЖ) 
Шо=% 
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分 高 变量 -全 二 = kd ， 两 边 积分 得 
(4-1) = +С 
4-L=Ce* (РС= 1) 
а 
1= А-Се® 
由 初始 条 件 工 |,_o= L。， 解 得 C= А-1. 
所 以 ， 纯 利润 与 广告 费 的 函数 关系 为 
1=А-(4-1)е*. 


习题 9.5 


1. 某 商品 的 需求 量 对 价格 Р 的 弹性 为 -Pin3， 己 知 该 商品 的 最 大 需求 量 为 1500， 即 
当 P=0 时 ，Q@=1500， 求 需求 量 Q 对 价格 的 函数 关系 . 
2. 某国 的 国民 收入 y 随 时 间 t 的 变化 率 为 -0.003y + 0.00304, ВЕ y(0) = 0 ， 求 国民 
收入 与 时 间 t 的 关系 . 
3. 已 知 储存 在 仓库 中 的 汽油 的 加 仑 数 x 与 支付 仓库 管理 费 y 之 间 的 关系 是 
ip 
& I 
Jle- = Y0 
试 求 函数 与 x 的 关系 式 . 
4 某 种 商品 的 消费 量 х 随 收入 / ERMENE E= xta (a 为 常数 )， 当 0 时 


хех, Ж х= OD 的 表达 式 . 
本 章 小 结 


1. 关于 基本 概念 的 小 结 

在 这 一 章 里 ， 我 们 讲 了 常 微分 方程 的 阶 、 解 、 通 解 、 初 始 条 件 和 特 解 等 一 系列 基本 概 
念 . 对 于 这 些 基本 概念 必须 准确 、 清 楚 地 理解 特别 是 解 这 个 概念 ， 因 为 微分 方程 涉及 到 
积分 运算 ， 所 以 通 解 中 包含 一 组 常数 ， 这 说 明 微分 方程 有 无 穷 多 个 解 .而 在 附加 一 组 初始 
条 件 之 后 ， 从 通 解 中 惟一 地 确定 了 一 个 特 解 ， 即 初始 问题 的 解 . 

2. 可 用 初等 积分 法 解 出 的 方程 的 类 型 ， 变 量 可 分 高 的 方程 ， 齐 次 方程 ， 一 阶 线性 方 
程 ， 可 降 阶 的 高 阶 方程 . 

有 一 些 常 微分 方程 是 无 法 用 初等 积分 法 求 出 其 解 的 。 因 此 判断 所 给 方程 的 类 型 便 十 分 
重要 ， 而 解决 它们 的 关键 是 掌握 住 相应 的 代 换 . 

3 简单 的 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程. 

要 了 解 线性 微分 方程 的 解 的 结构 ， 以 及 特征 根 法 和 常数 变易 法 . 
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4. 了解 解 应 用 问题 的 步骤 . 

(1) 把 具体 问题 化 为 微分 方程 问题 ; 

(02) 求 微分 方程 的 通 解 ， 

(3) 把 方程 的 解 返 回应 用 问题 ， 给 出 问题 的 解答 . 

为 了 复习 和 使 用 上 的 方便 ， 将 讨论 过 的 方程 的 解法 列 成 表 ( 附 表 ) 附 在 下 面 ， 供 读者 
参考 . 















































类 型 вех] 解法 j 
T” T 
可 分 离 变量 | y = fG)gO) 化 成 -= fdr, 两 边 积分 
Е 二 十 
ИЙ | 齐 次 方 程 [улоо iyw 
x 
Ë 一 1 
线性 方程 ”| y+P0)y=-Q0) | foetan] 
ау 
直接 积分 | = fO 连续 积分 两 次 
= 2 
不 显 含 y |у=/фу) у= po) 22-0 _] 
š aà: d 
2 
不 显 r= foy 设 y= iY £ 
的 会 x y= f(y,y) üy pO) М2 bS 
A 解 特征 方程 r2+ pr +g =0 
Ë лел, y=ce"+ cen 
齐 次 方程 y+py +qy=0 у=, y=e"(a +сух) 
Pn = a+, 
L 12. у= e™ (ccosBx + cz sinBx) 
£ y=Y+y 
Ë 34 faa, 设 
2. tok 
É | 非 卉 次 方程 | уру ау ЛО) У "xe 909) kt=0k52， 当 
Ё Го) = е[А\(х)созөх + P,(x)sinox] Bf, i 
ë у =xte [RV (x)cosox+ RO)(x)sinox] 
т = max{l,n} k=0,1 
复习 题 9 


1. 求 下 列 微 分 方程 的 通 解 . 
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(1) x'-ylny=0; (2) (хї+у?)йх-хуйу=0; 
(3) (х2 -Dy'+2xy -cosx=0; (4) y'+ycosx=e “*® 
(5) 2у"+у'- у= 2е*; (6) y'-2y'+5y=e"sin2x; 


(7) y'+3y'+2y=3xe"*. 

2. 求 下 列 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 . 

A) (I+x)dy+(y+x2+x))de=0, Yy- =L: 

0) (+y )dr=xdy, y|. =0 

(3) (у? +ху)у'=1, у] „=0 

3， 写 出 下 列 方程 的 特 解 形式 

(1) у'-5у'+бу=хе^ (2) y'+3y'+2y=(2+De*; 
(3) y'+2y'+y=xe*. 


自 测 题 9 


І. 填空 题 (每 小 题 3 分 ， 共 15 Ф). 
A) 微分 方程 гас у?ау =0 的 阶 数 是 
(2) 微分 方程 y+y=1 的 通 解 为 
(3) 微分 方程 y = e WEAK Pt у], = 2 И. 
O йәй” -SOBO ARENE |id= ; 
QELS ийлик улла ол +С, + уу, Ж UNENE 
一 个 特 解 ， 思 和 轧 必定 是 对 应 的 齐 次 微分 方程 的 两 个 

2. 选择 题 CSB 3 分 共 15 3). 

CD FIEMME С ) 为 微分 方程 -= 2sinx 的 解 


A) y=sinx+cosx В) y=sinx-cosx 
С) y=-sinx+cosx D) y=-sinx-cosx 
(2) 微分 方程 xdy+2ydx=0 的 通 解 为 ( ) 
A) у=Сх В) у= Ce с) y= D) ›=©. 
x x 


《3) 下 列 微分 方程 中 〈 既是 一 阶 可 分 离 变量 微分 方程 ， 又 是 一 阶 非 齐 次 线性 微 
分 方程 . 


A) y=l4x В) у=)? 
y 
C) y'+y=x D) y'+2xy= x 


(4) 在 下 列 一 阶 微分 方程 中 〈” ) 不 可 分 离 变 量 . 
A) y =e?” В) (х-1)уу'-у?=1 
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C) у\=җх2у-у» D) y'+3y=e* 
(5) ЖЗ у" -y=0 的 通 解 是 ( ) 

А) у= Се" В) у= Се* 

С) y= +e” D) у=Се*+С,е* 


з. 是 非 题 〈 每 题 2 分 ， 共 10 分 ). 
(1) 微分 方程 的 通 解 是 一 个 函数 族 . 
D 线性 微分 方程 所 含 的 未 知 函 数 及 其 导数 都 是 一 次 的 . 
(3) (y)*+y(y" = 三 是 4 阶 微分 方程 . 
(4) 包含 未 知 函 数 的 方程 就 是 微分 方程 . 
(5) 二 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 通 解 的 结构 是 y= 了 +y" y 是 满足 该 方程 的 任 
特 解 ，Y 是 对 应 的 线性 齐 次 微分 方程 的 通 解 . 
4. 求 下 列 微分 方程 的 通 解 (每 题 6 分 ， 共 30 分 ) 


(1) учапх-у=0: 0) Doea”, 
(3) y'+ytanx=secx; (4) y'+2y'=e2", 


(5) y'+y=cosx. 
5， 求 微分 方程 满足 初始 条 件 的 特 解 . 
(1) ху'-2у = х2 cosx, y| 


х=0; 
=. 
2 


+ 2ху' 
0) у kemi Yeno 1, y|. =3: 


(3) y'+5y'+4y=20e, у] „=0, у] „=-2. 


© 3 
& 
с? 
ELJ 
意 一 个 
єс 9 


6. 试 从 曲线 族 y= Се + Cye-* 中 求 出 满足 条 件 y(0) =1，y'(0) = -2 的 曲线 (6 分 ) 


第 10 章 无 穷 级 数 


本 章 学 习 目 标 


了 解数 项 级 数 的 基本 概念 ， 会 用 比较 判别 法 、 比 值 判别 法 判别 正 项 级 数 的 收敛 性 
了 解 函 数 的 泰勒 级 数 和 麦克 劳 林 级 数 的 基本 知识 ， 掌 握 有 关 敌 级 数 的 收敛 半径 和 


какие 
日 ”掌握 将 函数 у(х) ЖЖ (x xv) 的 紧 级 数 的 方法 


101 数 项 级 数 的 概念 与 性 质 


10.1.1 数 项 级 数 的 概念 
定义 1 设 给 定数 列 坟 ,4,,43…,u,,…， 则 表达 式 


U +и,+иу+ +u, + 


жя ойл EIAM, Wk Ойл A RA Su,» Ш 


Уи, =u +u +u ttu, + 0.1.1) 
nal 


ЖФ пи, 称 为 级 数 的 一 般 项 或 通 项 . 
注意 ”级 数 定义 式 〈10.1.1) 只 是 形式 上 的 和 式 ， 如 何 理解 无 穷 多 项 相 加 的 含义 呢 ? 
我 们 从 级 数 的 前 n 项 的 和 出 发 ， 当 级 数 无 限 增加 时 我 们 用 极限 来 研究 此 问题 . 
设 级 数 的 前 项 的 和 又 称 部 分 和 ) 为 
5, =U +tu,+uy+- +u, (10.1.2) 
当 n 依 次 取 1，2，… 时 得 到 一 个 部 分 和 数列 { 5, } 
5 =u 
S,=u +u, 





=u +u ttu, 


由 该 数列 极限 的 情况 定义 级 数 收敛 或 发 散 . 
定义 2 “no 时 如 果 级 数 〈10.1.1) 的 部 分 和 数列 { 5, } 有 极限 S， 即 
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lim $, =S 
则 称 级 数 〈10.1.1) kak, S 称 为 级 数 〈10.1.1) 的 和 ， 记 作 


= 
5$=ў и, 


若 部 分 和 数列 {8,} 没有 极限 ， 则 称 级 数 10.1.1) RB 
定义 3 着 级 数 u, KA MK 


m 
r,=S-S,=u,a tu, + 


DAMY u, 的 余 项 . 
nal 
例 1 讨论 几何 级 数 


© 
Уи" =1+и+ totu" + 
— 


的 收敛 性 〈 此 级 数 又 称 为 等 比 级 数 ). 
W (1) 当 公 比 x=1 时 ， 此 级 数 为 


1=1+1+1+，…+1… 
n=0 


其 前 项 和 为 


ad nl 
5, меени 


lims, "= imne © 


因此 当 x =1 时 此 级 数 发 散 ， 
当 !x = -1 时 ， 此 级 数 为 


су =1-1+ї-ї+=+(Ду +. 
n=0 
其 前 n 项 和 为 
s, -2 тат = =- ， 
可 知 im 5, 不 存在 ， 因 此 该 级 数 当 4 =-1 时 发 
(2) 当 |ul<1 时 ， 有 


5, =1+u+ +t 





此 时 该 级 数 收敛 ， 
G) 3|uP 18, Ж 
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limu” == 
故 
lim 5, = lim(l+u +u? +-+и!у=® , 加 >1 
此 时 该 级 数 发 散 . 
综 上 所 述 ， 当 |ul<1 时 ， а уи, 收敛 目 其 和 为 让- мирна У, 发 散 . 
= =] 
注意 ”几何 级 数 的 收敛 性 应 该 熟 记 ， 以 后 作为 标准 级 数 使 用 . 
> | 
Ж 由 于 ww -— a - 因此 
п(п+1) п 
оса аас.) 
1.2 2-3 п(п+1) 
= дауне уне ув 
=2[(1 2)+6- DG pt -+Š у 
-20-_L_ 
=20 + 
因此 


lim 5, = lim 2(1-——)=2 
тэ= тэз n+l 
所 以 原 级 数 收 伍 ， 其 和 3S= 2 . 
例 3 AMBAS mas бойт. 


n=l 





解 由 于 
n+l 
5,= heop- n2+n2 ttn 
-CQx3x 201). 
іт S, = lim щ(п+1) =, 
所 以 原 级 数 发 散 . 


10.1.2 ” 数 项 级 数 的 性 质 


根据 级 数 的 定义 ， 级 数 有 如 下 性 质 : 
性 质 1 EARS бй, RNS RANN MÝ hao, 也 收敛 ， 且 和 为 15; 


n=l n=l 


жану, 发 散 ， 且 上 =0， иы, 必定 发 散 . 


та 
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性 质 2 зану, Wk, 其 和 为 5， ану, 也 收敛 , KAX o, мӯи, +v,) 


"1 т 


Wk, ЖЯ 5+с. 


S1 
例 4 判别 级 数 с -yn matt. 


nal 


ну валин юана, 因此 都 收敛 ， 由 性 


maiS 


ж а» 


质 2 知 该 级 数 收敛 . 
性 质 3 增加 或 去 掉 级 数 的 有 限 项 ， 不 改变 级 数 的 收 全 性 ， 但 须 注意 ， 在 级 数 收 伍 的 
情况 下 ， 其 和 一 般 也 会 改变 . 
L | 
例 5 наан ie жукту к бн. 


= 


1 Ee 


1 
LOLA Aul, 
解 авз patat xt … 为 等 比 级 数 ， 且 公 比 u= 
i 
DA ж кй, 
1 
由 性 质 3 Я, 级 数 》 > => тже. 





=] 


性 质 4 санатан) HARS u, Ий, 则 必 有 lim u, = 


注意 ， 此 性 质 是 级 数 收敛 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 ， 主 要 用 于 证 明 级 数 发 散 . 


例 6 anant, ВИН. 





解 所 给 级 数 的 通 项 4 = 2+1 
n+2 


" T 
lim u, = lim =1#0 
ns " пэ=п+2 





可 知 原 级 数 为 发 散 级 数 . 
习题 10.1 


1， 写 出 下 列 级 数 的 一 般 项 . 


111 34 5 б 
(1) 1- 二 + 二 一 二 十; 二 + 二 өч 
3*3 7+ 0) 2+9 ira сз 1 
2 í 4 5 
a >, ы: = „ду, 2 2 t e 
2 2:4 2-4-6 4:6 2-4-6-8 у Ж. 2 SF "9; 


2. 根据 级 数 收敛 、 发 散 的 定义 判定 下 列 级 数 的 收敛 性 . 
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ч Ер ООУ: 1 
[ry PN m parz 
e 2 n+1- m): D тз?зз тонлу n+) 
3. 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 . 
8 8 8 їс. О е 
УЖ @)ytçtoti list 
з 32 32 3* g ОРО Ы. Pog 
(3) U r (4) С++) б) 


102 ” 正 项 级 数 及 其 敛 散 性 


10.21 正 项 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 


ТТТ УУЛ 中 的 每 一 项 均 满足 4 >0 (n=1,2,3,…)， 则 称 该 级 数 为 正 项 级 数 . 显然 


nal 
ану, 的 前 n 项 和 数列 {5,} 是 单调 递增 的 ， 由 数列 极限 存在 准则 知 ， 如 果 数列 {S,} 单 
nal 
ИНАЯ, А іт S, 必 存 在 ， 此 外 ， 若 lim 5, 存在 ， 则 数列 (5,) 必定 有 界 ， 因 此 得 到 级 数 
收敛 的 充分 必要 条 件 . 
定理 1 正 项 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 是 它 的 部 分 和 数列 (5,} 有 界 . 


此 定理 是 判别 级 数 是 否 收敛 的 基本 法 则 ， 但 应 用 起 来 很 不 方便 ， 常 用 以 下 几 种 方法 来 
判别 级 数 的 收敛 性 . 


10.2.2 正 项 级 数 的 比较 审 敛 法 


定理 2 (кйш) 。 设 有 两 个 正 项 级 数 ww туз, 


nal т 


со 如 果 已 知 级 数 э, kak, Вж, <», @=12,-), ШӨН Y u, бй. 


"ч пті 


D 如 果 已 知 级 数 Уз», ЖЮ. Вята, >v, (n=12,-), М Ў, БЖМ. 
nal 


例 1 ма Y snakes. 
nal 


Ж 所 给 级 数 的 通 项 为 ww нак На, >0 (1212), Bj Y зая ЕНН, 
n=l 
Basini. SR =Z, нану -SEALNE дижу, Bit 


nl 


192 经 济 数学 


Èn -六 于 为 收 全 级 数 ， 由 比较 判别 法 可 知 级 数 》 sin 2 kan. 


例 2 讨论 -级 数 沁 二 的 收 人 性 ， 其 中 常数 p>0. 
n=l 


解 (1) 当 p=1 时 ， 该 级 数 称 为 调和 级 数 ， 调 和 级 数 的 部 分 和 为 
t. É 1 

S,=1l+—+-+- +— 

ы 23 п 


下 面 借助 几何 图 形 来 分 析 其 极限 如 图 10.1 所 示 ， 由 曲线 ?= 上、 直线 y= 0、x=1 和 


x 


x=m+1l 所 围 成 的 曲 边 梯形 面积 与 图 中 阴影 部 分 面积 之 间 的 关系 ， 阴 影 中 各 矩形 面积 分 别 为 





图 10.1 


它们 的 和 恰 为 调和 级 数 的 部 分 和 ， 其 值 显然 大 于 曲 边 梯形 的 面积 
ТИС 
2 3 n 


ААда 
n+l 1 
>f т 
=1ш(л +1) 
由 于 
lim in(n +1) => 
所 以 


lim 5, =% 


所 以 调和 级 数 六 жш. 
n 


nl 


了 S1 с. 1 
(2) B pcus а 级 数 2 вав. 
D 当 p>1 时 ， -级 数 的 部 分 和 为 
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11 1 


S, =1+ 一 + 一 +…+ 一 
id Р 3P n? 





在 图 10.2 中 曲线 方程 为 ?= 上 (p>1)， 各 阴影 部 分 的 面积 分 别 为 





п-1 nm 
图 102 
其 和 就 是 p -级 数 的 部 分 和 ， 于 是 由 面积 之 间 的 关系 得 
1 


i 1 
5, Slitt ia tO +B, +-+ B,) 
п?" 


al 1 1 
< 


1 p 


<1+——=—— 


P-L р-1 
所 以 {5,) 有 界 ， 由 定理 1 ят, вур аа. ak. 
nal 
вое, ра 当 六 >1 时 收敛 ， 当 六 <1 时 发 做. 


ml 


注意 p -级 数 x 的 剑 散 性 是 今后 用 比较 判别 法 判别 级 数 收敛 与 否 的 重要 标准 , 应 
nal 
BARR. EHLRANEAKENES $ u, 是 否 收敛 之 前 ， 应 准确 寻找 已 知 的 收敛 或 
nal 


якаву», 作为 比较 的 标准 , 这 正 是 利用 比较 判别 法 的 难点 . 如 要 判断 级 数 Yu, 收敛 ， 
nel 


n=l 


则 应 适当 放大 , 使 放大 后 的 级 数 小 于 等 于 已 知 的 收 化 级 数 》 v, ; 如 要 判断 级 数 u, ЖМ, 


则 应 适当 缩小 ， 使 缩小 后 的 级 数 大 于 等 于 已 知 的 发 表 级 数 广 w . 常用 作 比 较 标准 的 级 数 
nal 
ж: 
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几何 级 数 (a>0) Ya 50 <и <1 时 收敛 ， 当 x > 1 时 发 表 . 


т 


pan“ poimi% 4 p< RM. 


例 3 mag 的 收敛 性 . 


2 


解 ”因为 所 给 级 数 的 通 项 为 zw = 





=? Пн} Rtt. яшан у. 1—6 


яи. 
< 1 
例 4 判定 级 数 > -e AE. 
Жие, 
м 因为 所 给 级 数 的 通 项 为 w =< пий у ppt 





М+т Ут тї ат 
ж, син, тоат У 1-и. 
1+т 


nal 
жаз (比较 审 合法 的 极限 形式 заку, к У, 为 正 项 级 数 ， 如 果 
n=l n=l 


lim #® =] (0</<+0), 


nos v, 


MES Ыр 


"а пл 





例 5 и У акне. 
Уту 
解 、 因 为 所 给 级 数 的 通 项 4 = 一 





Vrm 
而 调和 级 数 》 эш. няг 
mn 





y Э! 
ител 发 散 


例 6 arany 的 收敛 性 . 
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Diu, =- 一， 而 pp -级 数 》 下 kk, Ня 
解 、 因 为 所 给 级 数 的 通 项 w= 了， 而 六 二 


=< 








所 以 级 数 
Ўт itm 
10.2.3 ERARA LARIE 


定理 4 саа) HAERA u,» MR lim жатр, М 


气 
(1) 当 p<1 时 级 数 收敛 ; 

(2) 当 p>1 (或 p=om ) 时 级 数 发 散 ; 
G) 当 p=1 时 级 数 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 


例 7 判定 级 数 у? 的 收 全 性 . 


ті 





解 所 给 级 数 为 正 项 级 数 ， 其 中 














n+2 n+3 
и, "> Uny “у= 
n+3 
lima = lim 2" ра 23.2" _1 
noo u, mont+2 ne n+2 э 2 
> 
由 比值 审 敛 法 可 知 所 给 级 数 收 敛 . 
例 8 ятак (а> 0) 的 收 全 性. 
ла? 
解 ”所 给 级 数 为 正 项 级 数 ， 其 中 
n m 
"m M an 
а" 
lim za = lim +DL_ J 0 
тэ u, im а" = а а" nəen+l 
ЕП 
ШИЕ Аар Еа 





例 9 хеш у + 的 收敛 性 . 


nal п 


解 所 给 级 数 为 正 项 级 数 ， 其 中 
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_2m+1 __2п+3 Н 
таър у ні 
2п+3 
im Элч = im C+D? +1. п? +1 2n+3_ 
ке u, im. Zal ан +1 2n+1 
m+l 
因此 用 比值 判别 法 无 法 判断 该 级 数 的 收敛 性 ， 但 由 于 调和 级 数 x: 发 散 且 有 
气 
a 
lim #® = Jim #1 lim жп у; 
ney, тэ l no д +] 
п 
由 定理 3 知 该 级 数 发 散 . 
习题 10.2 
1. 用 比较 审 敛 法 或 其 极限 形式 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 . 
a ў, о ls o ў 
Dr yr š 
1+л 1 S. n 
(4) yx ; (5) Èra (6) Уна. 
2. 用 比值 审 敛 法 判别 下 列 级 数 的 收敛 性 . 
n+2 Sa" S (1000)" _ 
a) Р : 0) Ул" (3) а : 
‹ т (2n-1)! 
> 5) 之 (6) > сер 
103 任意 项 级 数 


EAR Su, 中 ， 如 果 对 于 某 些 mzw 可 取 任 意 值 ， 此 时 级 数 为 任意 项 级 数 ， 为 了 研究 


任意 项 级 数 ， 我 们 先 来 学 习 一 种 较 简单 的 级 数 一 一 交错 级 数 . 
10.31 ”交错 级 数 及 其 审 伍 法 


交错 级 数 是 指 级 数 的 各 项 是 正 负 相 间 的 《〈 即 一 正 一 负 地 出 现 ) 级 数 ， 设 = 0 ， 则 交 
错 级 数 的 一 般 形式 为 


шш +u tt +. Dn, 4103.1) 
nal 
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定理 1( 莱 布 尼 兹 审 合法 ”如果 交错 级 数 Vu, 满足 条 件 : 


"1 
A) wu > un (п=1,2,3,---): 
(2) limu, =0. 


则 此 交错 级 数 收敛， 且 其 和 S < ， 其 余 项 ,的 绝对 值 | |< wy， 如 图 103. 





例 1 а Y [DL deket. 
n 


nal 
解 所 给 级 数 为 交错 级 数 ， 且 满足 条 件 


Q) ls (15123): 
Fierro 


(2) limu, =lim}=0. 
iiss ват 


由 定理 5 可 知 此 级 数 收敛 . 
10.3.2 ”绝对 收敛 与 条 件 收敛 


对 于 任意 项 级 数字 › ЖФ, 可 正 可 负 ， 为 了 研究 它 的 收敛 性 ， 我 们 先 来 研究 将 其 
n=l 


各 项 取 绝对 值 变 为 正 项 级 数 》 |x, | 的 收敛 性 ， 从 而 再 确定 级 数 》 u, 的 收敛 性 . 


n=l nl 


定理 2 шааж Ура, KA WER Y u, EA. 
nal nal 


定义 “如 果 级 数 Утв, пан S u, qhe RAN S u, 收敛 而 级 数 
nsl 


n=l "1 


Ули, Rü, WEEN Уа, жена. 
nal nal 


倒 2 аж Усу женеша, тили iD авиан, 
nal nal 


n=l 


(лу! 
важ у С)" ЖЖЖ. 


"1 
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例 3 пхав у та 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收 化. 


sinna 





解 因为 lx „назе 1. пану, ke, ma DIE шок, apt 





绝对 收敛. 











习题 10.3 
нае жж, NT 
a) Yc vy ) 
Ps п) 
(3) È- Mn a) È- Pa 
(5) Єч әк. (6) > D snt. 
104 FRÍ 


1041 震级 数 的 概念 
前 面 研究 的 级 数 为 常数 项 级 数 ， 如 果 级 数 的 每 一 项 均 为 定义 在 区 间 (a,b) 上 的 函数 


иб), ЖУ и, (ao ио) +оо (к) 4-и, (a) ЖШ ЖОЙДЫ. 
nal 


定义 1 8 ибх),и (x), u, (x). EENE] (a,b) 上 的 函数 列 ， 则 以 w(x) 为 一 般 项 
的 级 数 


Puwa (10.4.1) 
жолдан. т 
对 于 确定 的 mo e (а,в), B Y u, Са) 成 为 常数 项 级 数 . 
定义 2 如 果 级 数 7, 


Унаа) ио) а (а) и (о) 


ЖЖ, ШК x ВОИНОВ, EARE x 点 发 散 ， АЖ х ИНИН А. 由 


收敛 点 组 成 的 集合 称 为 函数 项 级 数 的 收敛 域 . 
函数 项 级 数 在 它 的 收敛 域 上 是 关于 x 的 函数 ， 称 其 为 和 函数 ， WESE), 8р 
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S(x)= Èn (x) 
在 函数 项 级 数 的 收敛 域 上 ， 和 函数 S(x) Эш nn 项 和 5,(x) 有 关系 
Jim 5, (х) = S(x) 
ЖД) = 500) – 5,00), Ж шпл„(х)=0. 
定义 3 形 如 
Tam) = а+а(х- ху) +а,(х- х)? + +a (xx) + (10.4.2) 


лб 


的 函数 项 级 数 称 为 (x — x.) 的 宕 级 数 ， 其 中 常数 m,a,…,a,,… 称 为 宕 级 数 的 系数 
当 %=0 时 ， 上 式 变 成 


Уа" =ар+ах+ах? +: AX + (10.4.3) 


л 


称 为 x ЕК. 
如 果 作 通 过 变换 у=х-„, ШИ (1042) 就 变 成 级 数 〈10.4.3)， 因此， 下 面 我们 


只 讨论 形 如 (10.4.3) HRA. 
定理 1( 阿 贝尔 定理 ) пяна Уа fEx= x (хо #0) Ж, NAE 
Іх | х, АВНА. ЕГА 该 宕 级 数 发 散 . 
иллин, ШЖ ЖИН Y ax E х=, (от) AKA, E 


Р) 


(| 加 中 加 内 的 任何 点 x， 备 级 数 都 绝对 收敛 ， 如 果 种 级 数 Уа," {Ех=х, (ОЯ 


пто 


散 ， 则 对 闭 区 间 [-|z хо БАУКЕ ЯТ х, ЕСА ВС. 
因此 我 们 有 如 下 结论 : 级 数 〈10.4.3) 的 收敛 点 总 是 在 数 轴 上 连续 分 布 并 且 在 关于 原 
点 对 称 的 一 个 区 间 上 ， 端 点 可 能 例外 .因此 必 有 一 个 完全 确定 的 正 数 R 存在 ， 满 足 


(1) 34|x|< R 时 ， 六 am 绝对 收敛， 
n=0 

(2) 当 |x|>R 时 ， Sar RB: 
= 


(3) 当 x=-R 或 x+=R 时 ， Уа 可 能 收敛 也 可 能 发 散 . 
n=0 
定义 4 KERR ARIM Y ао” 的 收敛 半径 ， 由 收敛 点 构成 的 区 间 为 宕 级 数 的 收 
жк. 
定理 2 REAS Y a" 的 系数 满足 


no 
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ia e= Fp 





(1) 如 果 pz0， 则 R= 


(2) 如 果 p=0， 则 R=+%; 
(3) 如 果 p=+o， 则 R=0 . 


例 1 жишк у = кинен. 
nal 

Ж 由 于 a, = 上 ,a,w =, ЮЖ 
n n+l 


в. а, $ n 
lim | L= lim 一 一 =1 
me а, rn 





可 知 收 全 半径 R= 上 =1. 


当 x= -1 时 ， тесту 当 x=1 时 ， 原 级 数 变 为 发 散 的 


nel 


调和 级 数 > 上， 因此 原 级 数 的 收 全 区 间 为 [1) 


n=l 





Si 
例 2 жишк у =. 的 收敛 半径 和 收敛 区 间 . 
f+)! 
_ 1 r 
ж а арга то)" 因此 
lim | tim CHD! = ji 1 =0 





noo a, mm (十 2)1 лэ=п+2 


所 以 该 级 数 的 收 全 半径 为 ko ， 收 俩 区 间 为 (ataa) . 
из REAM Y о-у kake. 


n=l 


8 由 于 所 给 级 数 不 是 级 数 的 标准 形式 ， 可 设 = x -1 ， 则 原 级 数 变 为 
nal 


а, а, а. п 
lim | 一 此 上 lim 一 一 =1 
тэ» a, тэ=п+| 


收敛 半径 为 1， 即 当 -1<x-1<1 时 级 数 收敛 ， 所 以 级 数 的 收敛 区 间 为 [0,2) . 
10.4.2” 查 级 数 的 性 质 
І жик 
HARAR 


Уа = 50) 
n=0 
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Žar =G(x) 
n=0 
DIE (RR) CRR) 内 收敛 ， 它 们 可 进行 下 列 运算 : 


(1) 加 法 
Sa + Ўл, +b,)x" = 5(х) + G(x) 
气 = 气 

(2) 减法 
Far -Shr “Èo, -b,)x" = S(x) — G(x) 
n=0 n=0 

(3) 乘法 

Èa, х" Èn a 


n=0 


= agb + (agh навха, +ab + аду ар, tab, i+ +a h) += 
=È ш, +a, titah = 509-б) 
ЕНЕНЕ СА, АСВ, АФВ. 
2 жакин 
вва Уа = SO 在 (用 AUK, MUNARI FINEN 


a) 在 CR R) 内 S(x) 是 连续 函数 ; 
(2) 在 (-R,R) 内 S(x) 可 导 ， 且 有 逐 项 求 导 公式 


SOS ar) = Èo, y “rÈ, х" 


аан оа 但 在 收敛 区 间 的 端点 处 ， 级 数 
的 收敛 性 可 能 会 改变 . 
(3) 在 (-R,R) 内 S(x) 可 积 ， 且 有 逐 项 积分 公式 
на х оҳ Sf San һы 
Í SCDdx= f Darid Í (a,x")dx = уз ' 
ЖИЛЕ ПЖ 8 Б КОЖЕ ЕС RRK, {Н ТЕШКЕН) ААК, ВО 
收敛 性 可 能 会 改变 . 
#4 REARS m lt лит ИЙ, hxk. 


Ж 因为 rz =(x") ， 所 以 有 


$. ey 
nal nal 
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又 
m= «0 
气 
逐 项 求 导 得 
Ф еу ЕТ: =. (<D) 
nal 
所 以 
Èe- 12 = 09 
习题 10.4 
1. KFIR ВСС КО Г]. 
a) Le: 2) Èc у" F: (3) 25 ҮЗ 
(4) Te р са (5) у ga (6) Yc уч, 
nal na” * nal 
«- у. 
(7) ye (8) È- )"2— 55 T 
2. S manaa: 
è = нл 
а) >” (Оу; (2) т (11). 
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10.5.1 泰勒 级 数 


定义 1 MRE SO ELR x WREN (a,b) 内 有 任意 阶 导数 ， 则 对 此 区 间 内 任意 
点 x 有 
wm 


(п), 
++ Lwa- x)" +R, (2) 40.5.1) 


"| n), 
BERIME SO MEDAR, FRASO) 0.708) руж 


ж. RARE "Og x)” @Л Ех S 52 D 称 为 拉 格 朗 日 型 余 项 ， 


如 果 z=0， ний 公式 变 为 
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Јо)= донон 02 + Жез” 9н.) (10.5.2) 


称 为 麦克 劳 林 公式 ， 其 中 余 项 


ROL Oe едно ЕАМ) 
(п+1)! 


定义 2 如 果 函 数 /(x) 在 包含 的 菜 区 间 (a,b) 内 有 任意 阶 导数 ， 则 存在 级 数 
у” 
S a- x)" = + оао) 0 


in 


(х-х,)* 





—(x-x)'+- (10.5.3) 


称 为 函数 f(x) 在 x=zo 处 的 泰勒 级 数 . 

我 们 可 用 下 述 定理 来 判断 泰勒 级 数 的 收敛 性 : 

定理 设 /(z) 在 x= 加 的 某 邻 域内 存在 任意 阶 导数 , 则 函数 f(x) 的 泰勒 级 数 式 在 该 邻 
域内 收敛 于 f(x) 的 充分 必要 条 件 是 泰勒 公式 的 余 项 的 极限 lim R, (x) =0. 


特别 地 ， 在 泰勒 级 数 中 当 xo = 0 时 泰勒 级 数 变 为 
n “ 
yo ~e ) y SOOO, 2 STOR 


Рг) 


称 为 f(x) 的 麦克 劳 林 级 数 . 

如 果 函 数 f(x) E x = 0 的 某 邻 域内 存在 任意 阶 导 数 ,就 可 以 写 出 fO) 的 麦克 劳 林 级 数 ， 
如 果 麦 克 劳 林 级 数 在 x。=0 的 某 邻 域内 收敛 于 f(x), WE f(x) 可 展开 成 麦克 劳 林 级 数 . 如 
Жш /(х) 能 展开 成 x 的 罕 级 数 ， 那 么 它 一 定 就 是 麦克 劳 林 级 数 ， 也 就 是 说 у(х) ПЖ 
数 展开 式 是 惟一 的 . 


1052 ЖЕ 


函数 展开 为 宕 级 数 有 两 种 主要 方法 :一 是 按察 级 数 的 定义 直接 将 函数 展开 为 宕 级 数 ， 
另 一 种 是 通过 已 知 的 寡 级 数 展 式 以 及 宕 级 数 的 性 质 将 函数 展开 成 宕 级 数 ， 前 者 称 为 直接 展 
开 法 ， 后 者 称 为 间接 展开 法 . 
直接 展开 的 主要 步骤 为 ; 
a) RH f(x) PAR RTRT CI G ， 再 求 出 函数 及 各 阶 导数 
在 x=0 点 的 值 f(0), /'(0), 7700),---, F00), 


D PRAMS O о 170)... ERIE R 


(3) 在 收敛 区 间 Re 的 极限 


(mr 
lim А, (х) = 加 大 O ши атр ' (5 为 0 与 x 之 间 的 某 个 值 ) 


车 lim Rœ) =0， 则 f(x) 可 展 成 蜂 级 数 ， 否 则 不 能 展 成 笃 级 数 . 


(10.5.4) 
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例 1 将 函数 f(x) е Е х ИНИ. 
Ж /@G)=e*,/@)(0)=1 (n=0,1,2,…) 








Фезан 
kake 5 
АКЕ R= tm АВ). re 与 x 之 间 . 
n+l 
ок <e хр 


T Ттт 


对 任意 指定 的 ze (-ю, о), iain S вв 由 级 数 收 人 的 必要 条 
n=0 ы 








[Ышш 
тп) 
对 于 任意 的 xe (-oo,+o) ， 岂 是 有 限 的 ， 从 而 
л l. 
тэ» (п+1)! 
所 以 
lim R,@)=0 
因此 
lt (—®<х<+о) 


例 2 HEM (х) = sinx ER x ЖЖ. 
解 HFE SOG) = sin x= sin +) (п=1,2,3,--) 











й 
/@)=0,/%”(0)= 0, fD (п=1,2,3,--) 
жай 
_д 2 „хз 
ata nt CU злу 
对 于 xe (—o,+oo) 其 余 项 有 
i x. 
SODE) sin[5+(2n+D гч! 
R + 2 тн. lx] 
(ROH GD a 
пэс HA Rna), Ae 
3:2 nl 
ни < 


由 于 cosx=(sinx) ， 所 以 由 sinx 的 展 式 可 得 : 
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Cosx= біту = (к ++)" Оли”? 
x xt xÉ РЕ xm 
e ДТТ (букве) 
即 
=£ х° _ + —0 < x < +0) 
і ЕТТЕ CD mit (<x 


直接 展开 法 计算 量 比较 大 ， 而 且 研 究 其 余 项 是 否 趋 于 零 也 较 困难 ， 为 此 经 常 采用 间接 
展开 法 ， 即 利用 一 些 已 知 的 函数 的 罕 级 数 的 展 式 及 备 级 数 的 运算 法 则 、 解 析 性 质 或 变量 代 
换 将 函数 展开 为 宕 级 数 . 常 用 的 展 式 有 


=L uki riq nipa (-1<x<1) 
1-х 
= ште 一 H(I" + (-1<x<1) 
1+x 
ЧООК. 0757Ж, a айы 
захар +C Ол Dit e (<x < +0) 
好 n 
е* іе z... (- 0< x< +0) 
n! 
例 3 将 函数 f(x)= (1+ х) ER x RRM. 
解 由 
— =l- xt (П) + (-l<x<)) 
l+x 
得 
щї+х)= f 
1+х 
2 4 
= (1<x<]) 


逐 项 积分 后 所 得 的 级 数 ， 当 x=1 时 ， авах Ус =", 为 收敛 的 交错 级 数 ， 当 


x= -1 时 ， ваў), БЗ. БАСАТ СРН САКЕ Н (—1,1]. 
nal 


р 展 成 x ШШ. 
解 ” 所 给 函数 可 变形 为 


由 二 = Cl<x<D 
Tx- 
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得 人 12) 
所 以 J 
4 
анх ну] 
= (4<х<4) 
2109 10.5 


1. K FIARBA x ВОЕН, HRA E. 


(1) I(a+x) (a>0); (2) arctanx; (3) a 


2. 将 函数 70) = 二 展开 成 (x-3) KRAM. 


1 
х? +3х+2 


3. 将 函数 /(х)= 





展开 成 (x+ 4) ЖЖ. 


本 章 小 结 


比较 判别 法 的 极限 形式 比比 较 判别 法 《 非 极限 形式 ) 用 起 来 方便 些 ， 用 比较 判别 法 或 
其 极限 形式 判别 正 项 级 数 的 收敛 性 时 ,需要 选取 收 生性 已 知 的 正 项 级 数 与 所 给 级 数 作 比 较 ， 
常用 的 比较 级 数 有 

几何 级 数 (o> 0) аи" 当 0 <и <Я, чи > 1 NRM. 


тті 


рат YL рола, 5 p< RM. 


т 


比值 判别 法 的 特点 是 利用 级 数 的 本 身 判别 其 收敛 性 ， 不 用 另 找 作为 比较 的 级 数 ， 当 正 
项 级 数 的 一 般 项 zw 是 一 些 因子 的 乘积 形式 ， 且 zw AANER” (с 为 常数 ) 因子 时 ， 用 


比值 判别 法 比较 简便 ， 这 是 因为 在 各 中 能 使 阶乘 符号 消失 ， 对 于 c" ， 能 使 ”次 寒 消失; 
对 于 几 往 往 能 利用 公式 : imd +i) =。 求 极限 
判别 常数 项 级 数 了 的 一 般 方法 是 : а, Чн ооа. щй, 


nl 


不 趋 于 零 ( 当 nw 时 )， 则 立即 就 能 肯定 级 数 发 散 ; 如 果 lim u, = 0 或 lim u, RARE, 
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则 用 级 数 收敛 性 的 判别 法 进行 判别 , 这 时 要 看 级 数 的 类 型 ,对 于 正 项 级 数 可 用 比较 判别 法 、 
比较 判别 法 的 极限 形式 、 比 值 判别 法 、 级 数 的 性 质 以 及 正 项 级 数 收敛 的 充分 必要 条 件 来 关 
Ж. 其 中 比值 判别 法 比较 方便 ， 比 较 判 别 法 或 其 极限 形式 需要 找 比较 级 数 ,往往 比较 困难 ， 
但 它 是 基础 , 当 比值 判别 法 失效 或 较 困难 时 可 考虑 比较 判别 法 的 极限 形式 或 比较 判别 法 . 究 
竞选 用 哪 一 种 判别 法 比较 简单 ， 要 看 一 般 项 zw 有 何 特点 。 如 果 是 交错 级 数 ， 可 用 莱 布 尼 效 
判别 法 ， 如 果 是 任意 项 级 数 ， 则 一 般 用 绝对 收敛 判别 法 来 判别 . 

求 察 级 数 的 和 函数 关键 是 将 这 级 数 与 和 函数 已 知 的 级 数 相 比较 ， 看 有 何不 同 ， 然 后 采 
取 变 量 代 换 法 、 代 数 运算 法 、 逐 项 求 导 法 、 逐 项 积分 法 ， 将 所 给 蛙 级 数 转化 成 和 函数 已 知 
的 级 数 的 形式 . 








复习 题 10 
І. 别 下 列 级 数 的 收敛 性 . 
o 1 
a) > т, (2) ¿L D a 8 ШЕ 
n=l 1x4 4x7 (3п ~ 2)(3п +1) 
© Vn © л?” 
(3) : (4) —: 
У +1 Ол)! 
(5) Š п" ; S S+)! 
Kant 2" s > (2л)! 


2. 下列 级 数 是 否 收敛? 若 收敛 ， 是 绝对 收敛 还 是 条 件 收敛 ? 





пы 2п+1. grog 

a) Èc 1) РУТЕ 0) > usss: 
3. жш Ендо. 

бана тя S (2+1)" < ye 
a) > о) У, (3). 2 
4. нин unha: 

SEE 本 
D Ло): D уо) =т=. 


5. 将 f0)=— L ЖР с Ж, З НИНЕ. 
х +4х+3 
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D айу ©” тики 


"о 


G) ms у-у вене 
п s 
(4) Жук +з? ttia" MRA 
(5) RAR Ý n" 的 收 全 半径 及 = 
n=0 


2. 单项 选择 题 . 
(1) 当 ( 。 时， 无 穷 级 数 Y (D'u, (u, > 0) 绝对 收敛 . 
nsl 
А) wasu, (=12,-3 B) limu,=0 


C) wa Su, (n=12,.) ，limw =0 D) Ès (u, > 0) 收敛 
к пті 


D ай}, Yn WE u, <v, (121,2), Ш( ә 


аа 
А у» 收敛 时 ， Èn 也 收 人 B) Èn RIN, È» 也 发 散 
с› È». LECA Èn жин D) у» эн, x ARK 
‹з› ак Уо. tutas, 则 ( ) 
A) у ТУ B) ‚жәй 
z = 
C) іти, =0 р) Èu, 发 散 


(4) BAS u, вй, мат с ) 


mal 


A) Suna +и,) R B) Èu, ЖК (k 0) 
nal n=] 
C) ЭШ? D) lim u, =0 


оыс уюй у Ж (a 为 常数 ). 


nl 


А) g<l B) |д|<1 С) 4>-1 D) [41 


BF EJAM 


《6) жен u, 收敛 ， 则 下 列 级 数 收敛 的 是 с 


A) Улоо, 


тті 


c) Ум" 


mal 


D заку», УУ, АЯНТ, У, 


т nal 


A) Уи, tv,)= S £S, 
nal 


с› Èp, =, 
n=l 
o aay жес ә. 
nal 
A з в) 等 比 级 数 
(9) FIBRENE С D. 


A) yem : 


mal 


с) $ eD- 
È T +l 
A0) 下 列 级 数 绝对 收敛 的 有 C ). 


v ўе 


о С" 
nal 


(D 下 有 C ›. 
A) Èc ут T 


-y 
c) > 2 


OD RAMY юы C O. 
n=] 


A) [-1,1] В) [-1,1) 
(13) 函数 /Co =e” BUR RARA C 








B) 


D) 


) 


Èo, +100) 


уе 


ла Un 





ШС ӘЖ. 


В) 


D) ) — 


Èn, =kS, 


v S, 


nl Vn 


C) Ж D) 绝对 收敛 


B) 


D) 


B) 


D) 


B) 


D) 


С) 
э. 


Yc vé =" 


ml 





(-LD D) (-1,1]. 
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6 
A) 1 B) 1-24 Ж. 
х? 好 х? х) 
С) СТЕНЫ р) 1 
3. 计算 题 . 
a) шш ГЕ 若 收 敛 ， 指 明 是 条 件 收 敛 还 是 绝对 收敛. 
na 


0) жак ye на "овес. 


пі 


G) жан суг = — астро. 


附录 1 积分 表 


HA: 公式 中 的 a 、a、b… 均 为 实数 ，n 为 正 整 数 . 
一 、 含 有 axr+b 的 积分 


(a+bx)%*! r: 
Сау +C  ， 当 az-! 


1. [a+ bosae= А 
Sinlat +C ‚ Ма=-1 
. >= =P hat bd+ C, 
Few? 
бї бу 


= > (a+bx) -2a(a+ bx) +a? mo+ 圳 | G; 





“Б 


“ы 155 кеме 


2 
=2-_-4——-24ии+юь]+с, 
Илл. > P(a+bo) > krijt 


dx 1 x 
6. = 一 In +С; 
Ka a |а+Ьх| 
dx __1 Db? 











dx 1 L 





=, AA Ja+bx 和 积分 


е 


2 
раак 2u-azapreoi ic a үс, 


2 
10. [e ara = 20552 -12аЬх +8а? Na+ tp +C: 


105° 
L = _20х- ааты ЖА 
руч 


12, 
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_ 2(3b22 — 4abx +8a°)a + bx ë 























aa 156° 
Vat bx - Jal 
E ы +C , 当 a>0 
Í __ Ча +Ьх + а f 
xVa+bx 
Zag [2+ .с ,Bac0 
Уа -а 
IP ах — tj +G 
2Vatbx ax Е 
. [a аы = |= 
х тру 
Б -Ма+Ьх 
Í 让 = |. + 
x x xVa+bx 


(а? +х?у 





Ф 


=. &#f a tr 





larctmx+C 
a 
x 2п-3 ах 
+ + 
2(п-1)а%(а? +x)! 2(n-D)a2 jz +2)" 
Imas) С ， 当 n=1 


1 
71а te) 


a+x| 
+C; 
а-х 


四 、 含 有 Va -xz(a>0) 的 积分 


+С , 当 n>1 


2 
20. Ne -ia-ia +T arcsinž +C; 
a 


21. 


22. 


23. 


24. 


3 
р а-а =) +С; 


4 
х а E 

fe а? a= Q = а?а? -x tg rcsin +C : 
а 





Ка 一 好 


F 


(2 





Sarcsinž +C; 


Na- +С: 
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2 2 
25. Í хае 54а? 22 + arcsin +C; 


а? –х? а 


3 4 
26. fe -№)а= бе -22 Wa? - х? +2 arcsin + C; 
a 











a+ Уа? –х? 


33. = a? - x? -aln 
x 








E RAN? ta (a> 0) 的 积分 





35. Мад о ка|. 

36. [Б Pridieta) ас, 

37. fe азота ey c, 
j nerc: 

Veta? 


хах 
39. [Си „/г+?+с, 
Бур si 


-pHi +а? Fo 2 +а?|+С; 


ГА 
° 
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41. 


42. 


43. 


44. 


3 4 
Де +a =Q +5a Wr + а? + 


|j- 
Pe +а? 
рат 
Wta? 2а?у? 
Б ГЕ Te 


dx 


3 
(х2 +а?)> 


хах 


(х2 +а?)у? 
хіх 


3 
(х2 +а?)2 
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1 
=+ 


1 





Ух! а? 
5 £a 
Ух? +а? 


ахх? +а? 





+С: 


+С: 


+ик+уг +а "|с: 


+С; 





{ син 


кс» ta? Vete 


f 


dx 





a+bx+cx2 





22 


2 2 
1 mt vx +a +C 


=-—In С; 
а M 
larccos 2 +C ‚х>а 
= Е * ; 
1 ; 
——arccos + C ‚ х<-а 
а x 


анс, 
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七 、 含 有 Va+bx+cx* 的 积分 
"[р=+®+зда+к+еб+с ‚ 4с>0 
c 


54. j- 
, 240? >4ac,c <0 


Va+bx+ex? | l arcsin 2+0 |, 
Ve — jaa 


2сх _p2 
55. f ariero dx= 2+5 [ъс ел1 + EE j: 
4 8с “Ja+bx+ сх? 


pr eg & ' 
“рота 
八 、 含 有 三 角 函 数 的 积分 








57. паса: = -Leosar+ci 
a 
58. [рвав csinm+c， 
a 
59. [апаа =—Linleosad+ C ; 
a 
60. [тах е injiner] +c; 
61. frin? а = „-(ах-зїпахсовал)+ C; 
62. feos? аас = (ax + sinarcosax)+ C ; 
2a 
63. еса = реса апа С: 
64. [есаб = —Lin|scae + cotad|+ C ; 
a 


65. seextanxdr =secx+ С: 


66. Jesexetanxar = свх +С : 

_ sin(a + b)x _ sin(a — b)x 
2(a+b) 2(a-b) 

_cos(a+b)x _ cos(a —b)x 
2a+b) 2a-b) 


69. [юзахсоввжк „Ма 0, а Эх ,Ca pp ; 
2(a+b) 2(a-b) 


67. Jsinaxsinbxrar = +С,4а+Ь; 


68. Jsinarcosbrar = +С,а+Ь; 
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70. fein" а= -lsinr xeosx + аиа: 
n n 
71. fos хасав xsinx+ 了 一 1 jos хах: 
п 
72. fian” zdr =— tan" 'x- рап xdr,n>1; 
п-1 
73. |cot хах = -Lco x- foor? xdx,n>l; 
п-1 
14. [ке xde 1 tanxsoo "2x4 ZT [ес хйүл>1, 
m = 
75. Је а оов 822 сс" 72 xdx,n >1; 
w =: 
76. р хсоѕ" хах = 307" коок Шы frin” xcos™? xax 
m+n m+n 
sin”! хсоѕ"!х т-1 
W жиш 
а- 
一 一 一 一 arctan| +C ， 当 az >b? 
7 | & Уа? == (Е +b ы) 
， | 一 -一 i 
a+bçosx 1 — 1 |b +acosx+ Jb? -а? sinx| ща < 2 
b? -a a+bcosx PS 
九 、 其 他 形式 的 积分 
78. fee “х= Lee = P (лад, 
a 
хап 
79. |х ха = а+1)вх-1]+С, Җа #-1: 
f pm a on 
80. е плас = x" cosx + n fx™ cosxdr : 
81. к E 
82. fe” sinbxdx= e™(asinbx- bcosbx) , 
a? +b? 
83. Јов е e- (acosbe + bainko с: 
а +b 
84. faresinž dr = хаг + Ja? x +C,a > 0; 
a a 
85. Jarccos Ear = xarccos* - Va? =x? +C,a>0; 
a a 
86. 


arctan < dx = xarctan < -Z In(a? +x)+C: 
a а 2 
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89. 


90. 


91. 


92. 


93. 


94. 


£ 


95. 


96. 





fe 








1 n+l 
arcsı =. 
He in T= a); 





[E arctan хас =— х" arctan x — | ta Ф |. 
n+l 1+x? 


十 、 几 个 常用 的 定 的 积分 


[созт = 人 sinmac=o, 


Ѓ соѕтхѕіп nxdx = 0 : 
-x 


Í cos mx cos nxdx -| 
-r 


а 
Í sin mxsin nxdx = | 
-r 


х х 
[зо mxsin nxdx = f cos mxcosnxdx = 
х х 
si xdx = р cos” xdx 
0 


х 
j: 2sin?™™*! xcos" хах = 


р 


ia 


sin2” xcos?" xdx = 


0 ,mn 
п, т=п. 
0 ,mn 
n, man 
0 ,m#n 
x 
т ,m=n 
2 
ELE. mt 
2 Зл знао 
(п +1)(л +3 
1-3-5: 1-3-5---(2m-1) л 





2-4-6---(2m+2n) 2 


附录 2 习题 参考 答案 


第 1 章 


习题 1.1 

. (1) ЖЖ; О) ЖЖ. 

. (1) [-2,DU6,-2]; (2) [-3,3]. 
-D ñ; (2) 非 奇 非 偶 


+ (1) y=lu,u=v2,v=2x+1; (2) y=u2,u=sinv,v=3x+l. 


6. (1) у=ух+1+1‚[-1,+ю); (2) Q=3(P+5). 


w wb 一 


7. x? +x+3, х2-х+3. 


8. 总 成 本 为 2000， 平 价 成 本 为 20. 
习题 1.2 
1. (1) 收敛 ，0; (2) kk, 1; G) ШК, 0: 


(4) $, 0; O 发 散 ; © йй, 3. 
27; Jim /(а)=-1, Jim /о)=0, lim f(x) 不 存在 . 
з. D ERK: (2) EFK: G) 无 穷 大 ，(4) 无 穷 小 ，(5) EFA: (6) 无 穷 小 . 
习题 1.3 
LDS (2) wm; (3) 0; (4) 5 (5) ©: (6) 0; D0: т. 


2. (1) 3, он G) Н (д) ег (5) e, (6) e+: (700: De. 


习题 1.4 
1. (1) x= -2 为 无 穷 间断 点 . 
D x= 2 为 无 穷 间断 点 ，x= 1 为 可 去 间断 点 ， 补 充 定义 /(1) = -2 ， 则 函数 在 x=1 
连续 . 
G) x= 0 为 可 去 间断 点 ， 补 充 定义 /(0) =1. 
(4) x= 0 为 可 去 间断 点 ， 补充 定义 /(0) = 


(5) x=1 为 跳跃 间断 点 . 
(6) x=0 为 可 去 间断 点 ， 补 充 定义 00) =1. 


附录 2 习题 参考 答案 





2. 连续 . 
3. (1) а=8; (2) a=1. 
复习 题 1 
1: ТРЕЯ Ет 

3 
2. 定义 域 为 [1,4) ; 
з. (1) 偶 函 数 ，(2) 奇 函数 . 
4. (0 yatt yaa: 

x-1 
8; у=и?,и =sinv,v=2x+5. 
в. (D) 1; (2) 2, (3) -2; (4) 4 
I š 3' И 3 
Ж, 
2 

8. a=n. 

_ [2800 , Q<900 
°” RO 80 эмо , 900 < Q <2000 ` 
自 测 题 1 
1. (1) (—%,2)0(2,+®); (2) у=щ(х+1); G) 4; 

(4) 1: (5) 第 一 类 (可 去 ); (6) -2. 

2. A) f(D=1, f(x+D)=x; (2) е; (3) è; (4) k=1. 


. (1) C=C(0)=G +C;(0)=12000+100; (2) R=R(Q)=PQO=300; 


(3) L=L(0)=R(0)-C(0)=200-12000. 
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第 2 章 

习题 2.1 

1 
. (1) -1 0) =. 
1. 0) -1 25 
2.021, @ 1%, GY: -2i (4) -sinx 
; xln3 ` 6 ` 33x Р 
3. (1) 正确 ; (2) 不 正确 ; (3) 正确 ; (4) 不 正确 . 
4. 切线 方程 : x+y-2= 0 ， 法 线 方程 ，x-y=0. 
5. a=2x,b=-2. 
习题 2.2 
1. (1) a*"(a+xlna)+7e*; (2) 3tanx+3xsec x+ tanx-secx; 

(3) 1+sint+cost (4) £ 


(+соз) ` 2zVirmz ` 


经 济 数学 











(5) Sê –х)*(2х-1): (6) 6cos(3x+6); 
2 
(7) —3cos2x-sinx; (8) —. 
sin2x 
2. (1) y"=-2sinx-x-cosx; (2) у'=4е?”!, 
з. (1) v 2x- 2х-у, (2) v cos y — cos(x + y) 
“< x+2y dk x: siny+cos(x+)) ` 
习题 2.3 
dx dx 
1. (1) ay=(-In Jx; (2) 由 = 一 —— 
Т? чти 
3sin3x 1 
(3) dy=8x-tan(l+2x2).sec2(1+2x2)dx : (4) (- а) 
dy =8x- tan(l + 2х?) вес (1+ 2х7), d= Hans s 
2. (0 адаа, (2) Lo, O А; (4) arcsinx. 
a a 2 Я 
3. (1) 2.0052; (2) 1.0434. 
复习 题 2 
1. (1) 不 正确 ; (2) 不 正确 ; (3) 不 正确 ; (4) 不 正确 . 
2зесх{(1+ х?)уїапх- 2x], х-(1+ х?)агсапх 1 
2. а) 2790-2 лаи (2) унш _ : 
(1+2)? х1+х2) Ve 
2 
(3) ate (4) 1+cosx+xcotx— x(sinx +1)cot? x ; 
(1+ x) 
1+созх х+1 
(5) -——“7——-созх: (6) —— 5h'"—. 
six 7 У 1) 
1 
(7) е" вол, в) 3. 
х х (1-3) 
3. 加 =2lnx+3 
а. а) Фе, о) 3 zty, 
dx 1+ ye* dx х-у 
„_е27(3- у) 
5. 2 
(2- у) 
ВЖЕ 2 
1 
1. (1) у=2х-2; (2) 6; (3) — у. 
y pe 7 
2. (1) А; (2) р; G) D. 
di al 2x 
3. (1) y'=-—cot1, . З 
a) у = t= (2) у еш 
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第 3 章 
习题 3.1 
КА 
2. 5-03. 
ç 3 
习题 3.2 
1. (1) 5 (2) -4， (3) Pe”, Wh (5) =: 
n 
1 1 
Ç Dh: (8) 二 ， (9) 0; ao) 2; 
(6) 3 š 2 9) 0 2 
a 
an L азо аз) е аре аз (б. 
习题 3.3 


1. a) соз) AN, (к=) 
(2) fE(—o,-1] R [, +0) 上 单 减 ， 在 [-1,1] 上 单 增 ; 
(3) 在 [0,100] 上 单 增 ， 在 (100,+ о) Е: 
(4) 在 (-co,+o) 内 单 增 . 
3. (1) 极 大 值 x(-1)=17， 极 小 值 X3)=-47; 
(2) 极 小 值 X-D=-2， 极 大 值 XI)=2; 
G) MEDO, BKE ENB, BM0: 


1 
ауа. 
(4) 极 小 值 y(e ?)= 2? 
(5) 无 极 值 ; 
(6) 极 小 值 X0)=0， HAID, 
(7) 极 大 值 X(D=2; 
(8) 极 小 值 XD)=2-4in2; 
№, 
(9) 极 小 值 ya = 2 ; 
4 
= 
(11) 极 大 值 X(-1)=-2， 极 小 值 XID=2; 
(12) В у) = 于- 了 Iin2. 


(10) 极 小 值 y(1)=0， 极 大 值 y(e”?)= 


4. (1) 最 大 值 y(1)=2， 小 值 y(-1)=-10; (2) 最 大 值 y(4) =+, MEO) =-1; 
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G) ЖАНУ) =° -i (4) жануб) =1， 最 小 值 为 y(0)=0， 


5. 2. 
6 

习题 3.4 

1. (1) (-%,]) 四 ，(1,+4%m) 凸 ， 拐 点 为 (1,2); 
2) M, Жл: 
(3) (—0,0) 0, (0,+о) 10, 39500,0): 


(4) (-1,1)[1, (—o,-1D) A, (1, +) Eh, 39А 0(-1,002), (1182): 
(5) (-®,-2у%, (-2,+0) M, вАжс2-29. 


2. (1) у=0 水 平 渐 近 线 ; (2) x=-2 铀 直 渐 近 线 ，y= 0 水 平 渐 近 线 ; 
(3) y=0 水 平 渐 近 线 ，x=0 铅 直 渐 近 线 ; 
(4) x=0 铅 直 渐 近 线 ; (5) у=-1 水 平 渐 近 线 . 
习题 3.5 
1. (1) 9.5 元 ; (2) 22 元 . 
2. (1) 1175， 约 1.97; (2) 约 1.58; (3) 1.5, #71.67. 
3. 9975, 199.5, 199. 
4. 50000 
5. 250 
6. (1) R(20)=120, R(30)=12, R(20)=6, R(30)-4, R'(20)=2, R'G0)=-2; 
(2) 25. 
7. (1) 3; (2) 6. 
8. 5 批 ， 
9. 100 &. 
10. (1) 263.01 M; (2) 19.66 批 /年 ; 
(з) 一 个 周期 为 18.31 Ж; (4) 22408.74 元 . 
复习 题 3 
з. а) - озш Du Wk Gs) "ә, 
бул; (7) -1, (80: (9) 1. 
а 2 2 
sE. 
2b 
499 
6. (0) лз (2) (0.025, 0.02495312). 
7. (b,2b°). 
8. 156250 元 . 


附录 2 习题 参考 答案 
自 测 题 3 
1. a) 5: 0) 8, D 大 ， 小 ; 
(5) 0， 异 号 ; (6) 338; (7) х=-3: 
2.00) CX) 0) (У), (3) (х), 
(6) (х); (2) (X); (8) (х), 
з. (1) D; (2) С; (3) C; 
(6) А; (7) В; (8) р; 
1 1 1 
4.0) = (2) =; (3) —: 
A 2 В 


1 
(4) 1， 令 =(L+x2)=， у= 10520). 
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(4) >; 

(8) a+b. 
(4) (J); (5) (X); 
(9) (X); (10) (X). 
(4) D; (5) D; 
(9) C; (10) C. 


5. f'a)=3-32, /'(ху=-6х, 4 f'a)=0, 得 x=+1; 9700) =0, 得 x=0. 列 


表 讨 论 如 下 ， 























x (-®,-1) -1 (-1,0) 0 @) | 1 (+e) | 
го) - 0 十 + 0 - 
Го) + + 0 - - 
fo | [амо J K Гая | 极 大 值 2 N 
图 略 . 
第 4 章 
习题 4.1 
1. y=l+Inx 
41 z 2 
2. (1) —x2; (2) -3cosx+2sinx+C; (3) m2t +C: 
GiGi Laot р, -эш{-1+с‹ 
(4) Tr G) >x 了 +x+Ci (6) x-2Injx| zt: 
2 
(т) -tt (8) -arctanr+C: (9) 4tanx+x+C; 


(10) —cotx-—tanx+C. 
习题 4.2 


L. (D -二 0-39'+ci 0) 19:2) +С; 


G) и+|+с: 


(5) ler с; 
2 


G) —B3-x +C; 


1 
(6) —1—5=”+с, 
265” +C 
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3 š 
(7) 202 -°+э/х-1+с: (8) emc, (9) I|i+tana|+C; 
(10) 2V/I+Inx+C; а) x Sin +27) -3arctanr С: 
2 & 1 
(12) -2cosx+2Injl+cosx|+C; (13) se +C; a4) исоз-1+С. 
2 * 
2. (1) 5655 -n+ Vx)+C: (2) зт" 
G) Ма +ах+5-2щ(х! +4х+5+х+2)+С: 4) ке +С: 
l+e +1 
ү, 2—22 
(5) VE+I+Ln ztl Шс, (6) mfe+ ye-a|- хае: 
2 [yx +11 х 
3. (1) хее +C; 0) -Sxeos2r + lsin2r + Cs 
(3) ренк, (4) ratanx- 0+2) +С: 
2 х х х 
ха 2ха 2а А ГА 
O о-ы "С: (6) FSE -2ух к) С. 
2 
4. (1) 2+4In|e-l+ Cs: О) 3m|x-2|-2m|x-1|+ C; 
x 
2 tan; 2 
(3) arctan +C; (4) x+ +C. 
В з 1+тап^ 
2 
з. а) 233925,1 | BEA], Р 
х М [В+2х +43 
(2) Leos 2xsin2x+-3-sin2xcos2x+ 3x+C. 
8 16 8 
习题 4.3 
1 1 1 1 
A) e” еу кс: JS —si А 
706 2° )+ (2 25°0%2х+узш2х+С‹ 


(3) grasin l-x? -arcsinx +C; (4) х?зіпх + 2хсоѕх-25іпх+С; 
(5) ewemn"arctanx- ew, C, (6) хїпх-х+С; 
(7) g дзадзен Тавр С, (8) хана) iy +C, 


(9) сууча e +eos2 ys +C; (10) 25е -25 +C; 


附录 2 习题 参考 答案 


aD e arcte зе): 


复习 题 4 
5 6 
350-35 +C; 


TGe2n|ess+2snəp+ C, 


(9) 
2. у(ху+с. 


хїщ1+ х?)-2х+2агсапх+С: 


-Э2-«вўх+вўхып{х+6хвўх+С. 


з. (1) х6 39 Š ñaaa Basc, 


(2) -E e™@sin3x+3c0s31) +C; 


(4) хіп? x-3xin?x+6xlnx-6x+C. 


自 测 题 4 
1. (D 了 FeD+c， 
2. (рр; 
з. (1) -iQ-3 W23 +C; 


(3) Cn +2x+De2* +C; 


(5) xtanx+ln|cosx|+C ; 


习题 5.1 
= 2 
1. а= рох +3)dx . 
2. (1) 1; 0) 22; 
4 


4. (1) >; (2) <. 


(2) В; 


(2) 2ле"; 
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(3) 0; 


у 22 _ 2° +C 
n2 (n22 


D нас: 


(4) eza C, 





(6) I|escx-cotx|+cosx+C; 


(8) Jenze-2mm29+C， 


ao Таап +С. 
2= 5 


(3) 2e +С. 


G) с. 
0) 2х5 +С: 


(4) Dxsin2x+ eos2x+ Cs 


(6) x(In2x-2Inx+2)+C. 


(4) k(b-a). 
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Sx 
5. (1) 24< 【ce + ae «вт (2) x< fé Vl+sin? хах <V2r. 
3 








习题 5.2 
1. cos2l, 0 
2. -/(х), х? а(х? +1) 
з. (1) 20; (0) ®, «зә 211, (4) 1, 
6 6 3 
(5) -1; (6) 1; (7) 0; (8) 2. 
4. y=lnx+In2. 
5:3. 
8 
6. (1) 1, 0) 1. 
习题 5.3 
11 л 1+e 
‚ (1) 82-5; (2) =: (3) +Z, (4) l-n, 
1 In2-5 з + 5 
п x 2 
йапе-^; (6) Z, (7) =: (8) 2, 
(5) arctane 4 2 7 
(9) 2; (10) e-e. 
2. (1) 0; (2) 0: (3) 0; (4) 2. 
L Os 1 ex 一 2 nl 
4. (1) 10-0: (2) qE: (3) : (4) =-=; 
2 
5) 工 -4; 6) ©(їп1-соз1). 
‹ 2 (6) 2 ln. соз1) 
习题 5.4 
1 1 
(1) = 2) = ‹ (4) 1. 
3 ‹ 3) 发 散 
复习 题 5 
3 
(CD Etc: D -Wa Fia- 03) е==®+с, 
2 ах 3 
(4) In|escx-cotx|+cosx+C:; (5) хї1+х?)-2х+2агсапх+С. 
2. а) 24-е): D 3а, (3) 2агйав2-®; w 81. 
5 8 2 16 
1 
3. k<1 时 发 散 ， 上 >1 时 收敛 于 -一 一 一 一 一 . 
(к —1(ш2) 
5. 21. 
自 测 题 5 


1. (1) {rec (2) 2x”; (з) 2f +С. 
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附录 习题 参考 答案 
2. (1 D; 0) B; G) C. 
лт 2. л 
2л, 2). з) 2, 
сул 4? (2) 21+25) 16 
(4) гер: (5) 109-200). 
第 6 章 
习题 6.1 
1. (D 2: O 5, (A) 1. 
2; 18; 
3. (1) Et 区 (2) бла? 
а (1) Жл, (2) Žar, вп. 
2 5 
习题 6.2 
1. С(х) = х? +10х+20 (万 元 / 箱 ); 
2. Q=l1 (单位 )， ш (元 ); 
3. 200-107. 
复习 题 6 
40 
0: 
3 
2. а) 5л, o lB, 
4 672 2 
з. (1) 481, Ж, (2) а, 48. 
г 3 
о о 
5. 2000-9, 20-2. 
0 100 100 
自 测 题 6 
1. (D 2, (2) 0; O i: 0401. 
2. (0р; о) с. 
3. (1) 2л+4, 6-3, (2), 23% «зә 21. 
3 3 3 2 


_0 
4. R(Q)=100Qe 1°. 
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习题 7.1 
1. (1) Б={(х,у]х#0,Н y=0,xeR,yeR); 
2 2 
(2) р (оу +91, ху): 
а 


G) р= {(х,у)| х+у>0, Н x-y>0,xeR,yeR); 
(4) р= (х,у) х>0, В x>y,xeR,ye R): 


(5) 全 平面 ; 
(6) D={(x,y)|-1<x<1, В y >13y < -1}. 


2. O) IGI ‚ füa,-D=-2; 


О) /(-х,-уу)=——— 














з. «0-1, a) 0. 
4 
习题 7.2 
1. C yt， z = x-—, (2) z,=ye”, z, =xe”, 
НЕ ДРЕА ОКЕ ИЙ = ЕЕ: 
(3) БЕШ St (4) z, Z+: ‚2, й+у? 
1 
(5) zl =1， э, =2In2+1; (6) z|o =l zho =z: 





2 2 2. 
2. (1) -gy yy Et 


д: Oz Oz D?z 
(2) S = 60xX°y+20x, ту 202 +09, WB Be 
习题 7.3 
1. (1) @ = 2хуас+3х?у?фу : 


1 Уу 
0) d= =k- y; 
2 > b 


(3) d= Pd- dy; 


4x 6y 
(4) а= та збу. 
2х? +3у? 22 +37 
2. (1) dz=22.4; (2) &=0.25е. 


3. (1) 295; (2) 108.9078 . 


附录 2 习题 参考 答案 





答案 7.4 
1. 
ё: 2х 3x? & 2 2x? 
ср а= 065-2 „2-20 InGx-27)- : 
асу MD у у ух 25) 


(2) Ф sinisini orrai 
А 
(3) ае +y?) +252 cos(x? + у?)+4х + 2ле", 


Z = 2yxcos(x? + y?) + 2ye" *” 
ух 


(4) S= 2, yS» = = 25у, +хе?/,. 
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2. (1) ё êz 2 -3yz ， í< -3% 了 -3yz, 0) 4 1-е 
Әх Злу 3:7 ' Әу Зуу 327 Ф хе? 
(з) Z- 1+ yzsin(xyz) , # _ lt хаѕіп(хуг) ， 4) & _ yz а _ 
ôe 1-хузї(хуг)' ду I-—xysin(xyz) ` ae 
习题 7.5 
1. (1) 极 小 值 f(-1,0)=-1:; (2) 极 大 值 fG,-2)=30; 
(з) Веча se, 
2. x=y=z= |2, ер. 
x=y=z E 3 
习题 7.6 
20 
=7， 之 =-15. 
ôK 
2. (1) 0, =12х+3у, Q, =3х+2р, 0,(5,3)=69, 0,'(5,3)= 21. 
3. (1) C, =6х+1.5у+7,С; =1.5х+4у+6; (2) C/(5,3) = 41.5. 
复习 题 7 
1. ЖЖ. 
1 1 4x> 
a 191 和 fedan, (2) >) 
lsi bl=1 0<x +y? <1 
3. (1) 0; (2) -4. 
а) E. эу? ё eur 
ar 2x(I+x”) ду 2x(I+x") 
Q) 2606 уе? e) & _е”(хё'+х'-е). 





х (+e) "ox (е* +e”) 














du _ ш. 6 2y ё х 
G) а 9 & e+l еі 
5. ВИМЕ Д ,=5 
2p 2р2 
в. вима ab Бр, BMD. 
自 测 题 7 
1. A,C,B,A,A,D,C,B,C,B 
2. (1) ((x,y)|xy>0); (2) 偏 导数 存在 不 一 定 连续 ; 
(3) 一 定 ; (4) d= f.de+ f,ay; (5) 驻 点 不 一 定 是 极 值 点 . 
1-у) 3yz @æ__ Зх 
a == а : о) ё. 一 二 
3. D fGy)= +y ӧх 32? —3xy x 3z? -3y 
v y -e du _ е? (0-1) (чї), 
3) 一 一 一 一 (4) 一 = 一 一 
dk cosy- 2x ` dt е? 


(5) ХИН уз =8. 


у=-2 
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习题 8.1 
1. 0) [ас : (2) fsinwao. 

D D 
2. (1) Һ=0: (2) 1,<0: (3) 万 >0. 
3. (1) 2< 1, <8; (2) 0<1,<16. 
习题 8.2 
т. а) 28, о) 2, «зэ 35, 

з 4 8 

2 а 5 
2. (1) Ér; о) =, (3) =s 

( 3" ) 3 3 2xin3 

复习 题 8 
1. 8r(5-V2) <T< gn(S+V2). 
2 а 


3. 1= лоо) bar = л» aa. 

+ [Pre aa + Ë P уш». 
2 

5. a) 3: (2) (e-1?; (зу 


1 № 4 
(4) 0; (5) т1--); ‹6) —(л-—). 
жас) =" 3) 


附录 2 习题 参考 答案 


ВЖЕ в 
1. CD Дро) аф: 
5 


2. (1) (J); 
3. (1) B; 


4. (1) -2; 


习题 9.1 

1. (1) 是 一 阶 微分 方程 ; 
(4) 是 一 阶 微分 方程 ; 

2. (1) 不 是 方程 的 解 ; 


习题 9.2 
1. (1) y=-In(cosx+C); 


G) (еб +1(е? -1)=C; 
(5) №2 =Сх+1. 
х 
2. (1) у =3(х-1) +1; 


习题 9.3 


(2) mr?; 


(2) (X); 
(2) В; 


(2) 14a; 


第 9 章 


(2) 不 是 微分 方程 ; 
(5) 是 二 阶 微分 方程 ; 
(2) 是 特 解 ; 


(2) 


е+е? +С=0; 


(4) 一 


(2) 


1. (1) усан не хн), 


(3) у=х(С-Тооз3»), 
(5) у=? +Ox+C,. 

2. G) ?= (e +sinx-cosx); 
(3) у=х!(хїах-х+2): 


习题 9.4 
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(3) Ë frarae. 


(3) ( J). 
(3) C. 


O 2. 
4 


(3) 是 一 阶 微分 方程 ; 
(6) 不 是 微分 方程 . 
(3) 不 是 解 . 





G) Jy=>. 


(2) у= Се? +e, 


(4) y=(x-1)+Ce™; 


(2) у=2е*: 


(4) у= +2х+1. 


1. 不 能 . у. у. REAR. у= Су + Cy EAR, ZEN y y 线性 无 关 . 
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ES 
2. (1) у=Сеё'+С,е, (2) у= Де +С,е 3 ; 
з 
(3) y=(G +С,хђе 2°; (4) у=е7(Ссоѕ2х+ С, зіп2х). 
3 
3. (1) у = (ах? +bx+c); (2) у= Аже? ; 
(3) у' =хе`*(Азїп2х + Всоѕ2х). 
pr 1708 Е 
4. (1) у= (С +С,х)е?* +(х + 3)е?* ; (2) у= Cle + Се +G -390e 
5 
(3) Y=Gcosx+C,sinx+ xsinx (4) ys te 
习题 9.5 
1. Q=1500x3"”. 


2. y=l.013(-e 003), 
3. ?= +bx+yo- 


4. x=e (al +x). 





复习 题 9 
1. (1) у=е©; (2) y =x in Cr; (3) ya 人 ， 
FE 
i z 
(4) y=(x+C)e*n*, (5) y=Ce2+C,e* +e", 
(6) Y= e (C, c0s2x + C, sin2x) — Ze" cos2x ; 
(7) усе" жое + -3x)e™ . 
l (1,4153 У È 
2. (1) ys—(-2x* -2x +): (2) y=tan(lnx); (3) x=-y2-2+2e2. 
1+х 4 3 


3. (1) y'=(ax+b)e"; (2) y'=x(ax2+bx+c)e"*; G) y'=x?2(ax+b)e"*. 
自 测 题 9 


1. (1) 1; (2) 1+Ce™; G) YT: 
(4) feod: (5) 线性 无 关 的 特 解 
2. (1) D; (2) D; G) р; (4) D; (5) D. 
3. (Dv (2) v (3) x (4) x (5) v 
4. (1) y=Csinx; (2) y=ln(e*+e"+C); (3) y=cosx(tanx+C); 
(4) y=G +C Tae, (5) y= Geosxt Cosinx+ xsinx， 
5. (1) y=x?(sinx-1D; (2) y=x +3х+1; (3) y=2e-4e*+2e". 


6. y=e™. 


附录 2 习题 参考 答案 
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习题 10.1 
L. (D ер", о) "+2, 
2 Ре 
G) 二 一 ， (4) (уз. @—. 
2".n! 2n+1 


2. (1) 发 散 ; (2) k. 

з. (1) 收敛 ; (2) RB (3) 发散 ， (4) 收敛 . 

习题 10.2 

1. (1) 收敛 ; (2) 发 散 ， (3) Я; (4) 发 散 ; 
(5) 收敛 ; (6) 收敛 . 

2. (1) 收敛 ; (2) Ш; (3) Ш; (4) 收敛 ; 
(5) 收敛 ; (6) RI. 

习题 10.3 
(1) 条 件 收敛 ; (2) ЖН: 3) Я. 
(4) 条 件 收敛 ; (5) ФМ Ж: (6) 绝对 收敛 . 


习题 10.4 
1. (1) (1): (2) [LU (3) (ожо): 
(4) [3,3); GT © Coo 
(7) [4,6); (8) [-11]. 
1 1 
2. а) 090 , 091, (提示: ьщ л Q OO+D-1 )， 
0 ‚ х=0 n+l n 
1，1+x 
(2) -In— , (一 ` 
) yh = CLD 
习题 10.5 
kt nap $D s (-а<х<а): 
SrDa™ 


ы 2-1 
e. Zñ и 
0) > рт ОС 
el 1 11 
(3) PD- , h,a). 
Est ) 到 -22 T 
1 


1 < 30. 
2. 2 ‚ (0<x<6). 
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1 Š _1 n 
р Кесе АШ у= +® s (<6<х<-2). 
复习 题 10 
1. (1) 发 散 ; (2) 收敛， (3) 收敛; 

(4) 收敛 ， (5) Яй, (6) W. 





2. (1) 条 件 收敛; 《2) 绝对 收敛 . 
3. (1) R=%, (—o+%@); (2) R=1, [-1,0); (3) R=3， Кы 
+! x= 
4. (1) Fre DIE, D: 0) Er E a 
} кы: Бя -了 Ge- D”， 收 敛 区 间 为 (-13) . 
自 测 题 10 
.DC ул, D C 5.3): G) R=l; 
(4) аха (5) R=0. 
2. (фр; (G (3) B; (4) D: 
(5)р; (6) А; (7) D; (8) С; 
(9) А: (0с; (DD 002) В; 
(13) В. 
3. (1) 条 件 收敛 ; 
(2) 收敛 区 间 为 4- V2,1+ V2) . 提示 : 作 变 换 != *-1， 则 所 给 级 数 化 为 关于 t 的 
D pm 
жаву 





тіп 


(3) Oe , (-1<x<)). 


